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TEORIA DE CONJUNTOS

RESUMEN TEORICO

Conjuntos.

Un CONJUNTO es cualquier clase, coleccién o familia de objetos. A
dichos objetos los llamaremos ELEMENTOS.

Los conjuntos se representan por letras maylsculas y sus elementos por
letras mindsculas. g

Diremos que un elemento a pertenece a un conjunto A si forma parte de

él (a € A).

Un conjurito puede definirse:

- POR EXTENSION: enumerando todos sus elementos uno a uno, normalmente
se hace entre llaves. A = {a, e i, 0, u}

- POR COMPRENSION: dando una propiedad que carécterice inequivocamente
a todos sus elementos. A= { vocales }

SUBCONJUNTO: Si todo elemento del conjunto B también pertenece a
A.diremos que B es subconjunto de A o que B estd incluido en A (B C A) o

~

VXEB, XEA-B-A

CONJUNTO VACIO: Se representa por @ y es el conjunto que no tiene
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elementos.

CONJUNTO FINITO/INFINITO: duando tiene un ndmero finito/infinito de
elementos.

CARDINAL DE UN CONJUNTO FINITO A (Card{A)) es el nimero de
elementos del conjunto.

DIAGRAMAS DE VENN: Son lineas cerradas arbitrarias que, se supone,
encierran a los elementos de los conjuntos representados:

A=1{12234}

D. Venn.

2.- Operaciones entre conjuntos.-

Dos conjuntos A y B son IGUALES (A =B) cuando tienen los mismos
elementos.

Para demostrar que dos conjuntos son iguales se emplear4, normalmente,
la doble inclusién:

A= Bo( AcB y( B=A

Dado un conjunto A, subconjunto de un conjunto de referencia U
(lamado conjunto universal), llamamos CONJUNTO COMPLEMENTARIO DE A,
escrito A’, al conjunto de los elementos de U que no pertenecen a A, es decir:

A ={xelU| xeA)

Se llama INTERSECCION DE LOS CONJUNTOS A y B, y se representa
por A N B, al subconjunto de ambos que estd formado por los elementos
comunes a Ay a B, es decir:

ANB={x/ xcd4 y xB}

Se llama UNION DE LOS CONJUNTOS A y B, vy se representa por A U B,
al conjunto formado por los elementos que pertenecen, al menos, a uno de los
dos conjuntos, A é B, es decir:
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AU B={x| x&4 6 xeB}

Se llama DIFERENCIA DE LOS CONJUNTOS Ay B, vy se representa A-B,
al conjunto de los elementos que perteneciendo a A, no pertenecen a B, sim-
bélicamente:

AB-{x| xéAy x¢B} = AN B

Las propiedades més interesantes de la unidn, interseccién y complemen-
tario son:

LEYES DEL ALGEBRA DE CONJUNTOS

LEYES UNION ' INTERSECCION

1. DE IDEMPOTENCIA A UA = A ANA=A2

2. ASOCIATIVAS AU (BUC) = (AUB)UC AN(BNC) = (ANB)NC
3. DISTRIBUTIVAS  AU(BNC)=(AUB)N(AUC) AN (BUC) = (ANB) U (ANC)
4. CONMUTATIVAS AUB=BUA ANB=BnA

5. DE IDENTIDAD AUG=A, AUU=U Ang=¢, AnU=A

6. COMPLEMENTARIO AUA’=U, (A’)’=A, U’'= ¢ ¢’'=U, AnA’=¢

7. DE MORGAN (AUB) ’ =A' NB* (ANB) ’ =A" UB’

Se llama CONJUNTO DE LAS PARTES DE UN CONJUNTO A, y se
representa por P(A), al conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos
de A, es decir:

PA)Yy ={B/ Bca '}

Dada una familia de subconjuntos de A: A,, A,, ..., A, ... (finita 0 no),
decimos que constituyen un RECUBRIMIENTO DE A si verifican:

1)VA,cA;A#¢p 1i=1,2,...
2ga E M, L L, = B

~

Se llama PARTICION DE UN CONJUNTO A, a todo RECUBRIMIENTO de
él que verifique:

VA, A, izj, A, N4 =¢
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1.3.- Conjunto producto cartesiano.

Dados dos elementos a y b, se denomina PAR ORDENADO a la
agrupacion de dichos elementos en un cierto orden. Lo representaremos por
(a,b), en donde a y b se denominan PRIMER y SEGUNDO ELEMENTO DEL PAR.

Diremos que los pares (a,b) y (c,d) son IGUALES si a=c y b=d.
Se llama PRODUCTO CARTESIANO DE DOS CONJUNTOS A y B, al

conjunto (escrito AxB) cuyos elementos son todos los posibles pares ordenados
(a,b) que se puedan formar, tales que a€A y bEB, es decir:

AxB=1(a b) | acAy beB}

EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL.



.1

REILACIONES ENTRE CONJUNTOS

RESUMEN TEORICO

1.- Relaciones binaria_s.-

Una RELACION BINARIA definida en un conjunto A es un subconjunto
G del producto cartesiano AxA. Se representa por R.

Si efectuamos una representacion puntual del conjunto AxA, se
denomina GRAFO DE LA RELACION BINARIA R, al lugar geométrico de todos
los puntos del subconjunto G,

G-1(a b)EAAI amp}

Al conjunto { a€A/ Jb&A:aRb} se llama CONJUNTO ORIGEN.

Al conjunto { bEA/ TJach:aRb}! se llama CONJUNTO DE LAS
IMAGENES.

2.- Propiedades de la relacion binaria sobre un conjunto.-

Sea A un conjunto sobre el que se ha definido una relacién binaria R.

RELACIONES ENTRE CONJUNTOS.
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1.- Diremos que R es REFLEXIVA si:
Vacd aRa O V acA: (a, a) eG

2.- La relacién binaria R es SIMETRICA si:
VabcAl aRb—= bRa o6 V (a b eq; (b a)eG

3.- La relacién R es ANTISIMETRICA si:
VabecAl aRby bRa— a-b o0 V (a beq: (b a) ¢G

4.- Se dice que la relacion binaria R es TRANSITIVA si:
Va b ccA| aRb y bRc = aRc

o
V(a b, (b c)ea:(a oG

3.- Relaciéon de equivalencia: Clases de equivalencia.-

Upa relacion binaria R definida sobre un conjunto A, se dice que es una
RELACION DE EQUIVALENCIA si cumple las propiedades:

- Heflexiva
- Simétrica
- Transitiva

Sea R una relacién de equivalencia definida en un conjunto A. Se
denomina CLASE DE EQUIVALENCIA de un elemento a€ A al conjunto de todos
los elementos de A que estdn relacionados con a:

[d] ={xed4/ xRa}={ x4/ aAx} =
={xed/] (axeG={xs4/ (x, 4) €G}

4.- Teorema fundamental de las relaciones de equivalencia: Conjunto cociente.-

TEOREMA: 1.- Toda relacién de equivalencia R definida sobre un conjunto A
efectda en él una particion P = { [a], [b], ... } en clases de equivalencia.

2.- Reciprocamente, toda particién P(A) = { A;, A,, ... } define
sobre A una relacién de equivalencia.
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El conjunto o particién P, formado por todas las clases de equivalencia,
determinado en A por la relacién R, recibe el nombre de CONJUNTO COCIENTE
(A/R).

5.- Relacién de orden.-

Una relacién binaria R sobre un conjunto A, se dice RELACION DE
ORDEN si a la vez es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Cuando en un conjunto se ha establecido una relacién de orden, diremos
gue el conjunto esta ordenado por esa relacion.

Cuando cualquier elemento de A esta relacionado con todos los demds
se dice que R es de ORDEN TOTAL y que A ESTA TOTALMENTE ORDENADO.

Sien A existe al menos un elemento no relacionado con todos los demés
entonces R es de ORDEN PARCIAL y A ESTA PARCIALMENTE ORDENADO.

En el caso de que la relacién binaria definida sobre A solo cumpla las
propiedades antisimétrica y transitiva, se dice que es una relacién de ORDEN
ESTRICTO EN A.

RELACIONES ENTRE CONJUNTOS.
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APLICACIONES ENTRE CONJUNTOS

RESUMEN TEORICO

1.- Correspondencias.-

Dados dos conjuntos A y B, se llama GRAFO a todo subconjunto de AxB. |

Dados dos conjuntos no vacios Ay By un grafo G< AxB , diremos que

G define una CORRESPONDENCIA entre A y B, que representaremos por

f: A——————> B, y que relaciona elementos de A con elementos de B de forma
que un elemento de A esta relacionado con uno de B por f, si el par formado
por ellos pertenece al grafo G.

A B
a— 51
b 2 f: G={(a 1), (43), (c,4)}
c 3
4

A: Conjunto inicial: In(f)
B: Conjunto final: Fin (f). ~

APLICACIONES ENTRE CONJUNTOS.
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Se llaman ELEMENTOS ORIGINALES a aquellos del conjunto A que estan
relacionados con uno o varios del conjunto final. Su reunién forma el
CONJUNTO ORIGINAL de la correspondencia, Or{f), o DOMINIO de la
correspondencia, Dom(f).

Se llaman IMAGENES a aquellos elementos del conjunto final relaciona-
dos por f con uno o algunos de los del conjunto inicial, su reunion forma el
CONJUNTO IMAGEN, Im(f).

ORIGINAL( f) < INICIAL (1)
IMAGER(f) < FINAL( 7)

Dos elementos, uno del conjunto original y otro del conjunto imagen, se
dicen que son HOMOLOGOS en la correspondencia f cuando el par formado por
ellos pertenece a G.

Dada una correspondencia f entre los conjuntos A y B, y su grafo G, se
llama CORRESPONDENCIA INVERSA de f, y se representa por f', a la

correspondencia entre B y A que se obtiene al invertir las parejas del grafo G,
en el ejemplo anterior:

B A

' 7 @={(1,43, (3,8, (40 }

2.- Aplicaciones o funciones.-

Se llama APLICACION o FUNCION entre los conjuntos A y B, a una
correspondencia en la que todo elemento del conjunto inicial esta relacionado
con un dnico elemento del conjunto final.

r: A > B es aplicacion o funcion
VX€EA J|yeB/ y=1fx

Si f es una aplicacién entre los conjuntos Ay B,y A* < A, se llama
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RESTRICCION DE f AL CONJUNTO A" a la aplicacién f, entre A"y B tal que:

VXEA, F(x) =f(X)

Si f es una aplicacién entre los conjuntos Ay B,y Ac C, se llama
EXTENSION DE f AL CONJUNTO C a la aplicacién f, entre C y B tal que:

VXEG F X = (X

3.- Aplicaciones invectivas.-

Una aplicacién entre dos conjuntos A y B es INYECTIVA cuando todo
elemento de B es imagen a lo sumo de un elemento de A. Simbdlicamente
puede expresarse de dos formas:

1.- Vx, xX' €A si xz#x'=f(x) 2f(x)
2.- S/ f(x) =f(x) =x=x'

4.- Aplicaciones supravectivas o sobrevectivas.-

Una aplicacién entre dos conjuntos A y B es SUPRAYECTIVA cuando
todo elemento de B sea imagen de al menos un elemento de A, es decir:

VyeB dxcA/l y-=f(x)

5.- Aplicaciones bivectivas.-

Una aplicacién definida entre dos conjuntos A y B diremos que es
BIYECTIVA cuando sea inyectiva y suprayectiva a la vez, o también, cuando
todo elemento del conjunto final es imagen de un Gnico elemento del conjunto
inicial:

Vyehlh A|lxeAl y=1f(x

6.- Aplicacién o funcién inversa.- ~

Dada una aplicacién biyectiva f, entre dos conjuntos A y B, se llama
APLICACION INVERSA de f y se representa por f', a la correspondencia inversa
de f.

APLICACIONES ENTRE CONJUNTOS.
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Regla para calcular la aplicacién inversa de una aplicacién bivectiva:

Sea la aplicacién f: A > B
X———> y = f(x)

1.- Se despeja la x.
2.- Se sustituye y por x, x por y.

7.- Composicién o producto de aplicaciones.-

H

Sean f: A——> By g: B——>C dos aplicaciones tales que fin(f)

or(g). Se llama PRODUCTO de las aplicaciones f y g, y se representa por gof
a otra aplicacidn:

RiA———> B tal que
mx) =(gf) () =glf(N]; VXEA

NOTA: El producto de aplicaciones no es conmutativo.

8.- Relacién de equivalencia asociada a una aplicacién.-

Sea f: A————> B, si definimos sobre A la siguiente relacién binaria:
X ———> f(x)

Va bEA aRbef(a =f(H es de EQUIVALENCIA

EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL.



LEYES DE COMPOSICION:
HOMOMORFISMOS

RESUMEN TEORICO

1.- Ley de composicién.-

Dacjos 3 conjuntos A, B y C, se llama LEY DE COMPOSICION U
OPERACION, a toda aplicacién del producto cartesiano AxB en C.

f: AXB——— > C

Ejemplo: Sean los conjuntos N, Q* y R. La aplicacién:

f: Nx @ —— R
es una ley de composicién.

(a, b) ——> fla b) =p

2.- Ley de composicién interna u operacién interna (l.c.i.).-

Se denomina LEY DE COMPOSICION INTERNA u OPERACION INTERNA
(l.c.i.) entre los elementos de un conjunto A, a toda aplicacién f de AxA en A:
f: AXA ————> A. Simbdlicamente: l.c.i. "*":

fi AXXA —— > A
(a,b) ———> c¢=¥(a,b) = a*b.

P

También se dice que "*" es una l.c.i. en el conjunto A, siva, b € A 6
v(a,b) € AxA se verifica que a*b € A.

LEYES DE COMPOSICION: HOMOMORFISMOS,



Diremos que el conjunto A es CERRADO respecto de la operacién "*" si
la operacién "*" definida sobre el conjunto A es interna.

Convencionalmente las leyes de composicién interna se representan por
signos tales como: '

* (estrella ), O (cwadrado), 1 (truc), T (antitruc )
A (triangulo ( Dif . simetrica )), O(rombo), efc.

Como signos particulares tenemos:
+ (adicion ), x (multiplicacion ), N (interseccion ), etc.

3.- Propiedades de las operaciones internas.-

Sea A un conjunto cualquiera y * una operacidn interna definida en A,
veamos una coleccion de propiedades que puede tener dicha operacidn:

1.- ASOCIATIVA: Diremos que una operacién interna *, definida en un
conjunto A es asociativa cuando verifique:

va b c € A: (a*b)*c = a*(b*c)
2.- CONMUTATIVA: va, b € A : a*b = b*a

3.- ELEMENTO NEUTRO: Se dice que el elemento e€ A es ELEMENTO
NEUTRO del conjunto A para la ley de composicién interna *, si:

Ya€A, a*e = e¥a = a

Propiedad: Veamos que tiene que ser Gnico:
Supongamos que existieran dos elementos neutros
eye’ :
exe' = e (por ser e’ neutro) }
- e=e'

exe' = e! (por ser e neutro )

4.- ELEMENTO SIMETRICO: Sea el conjunto A, provisto de elemento
neutro e con respecto a la Lei. *. Se dice que el elemento a'EA es
ELEMENTO SIMETRICO de a€ A para la ley de composicién interna * si:

1

a*a' = a'*a = e

EJERCICIOS DE ALGEBRA, LINEAL,



Oseaque, a€A Fa'e&€A/ ara' = a'*a = e .Sitodo elemento
de A tiene simétrico, se dice que A es un conjunto simetrizable.

5.- ELEMENTO REGULAR POR LA DERECHA: Un elemento a€A es
REGULAR POR LA DERECHA con respecto a la operacién * definida en A, si se
verifica:

vV b,c € A: b*¥a = c*a=b = ¢

6.- ELEMENTO REGULAR POR LA IZQUIERDA: Diremos que un elemento
a € A es REGULAR POR LA IZQUIERDA con respecto a la operacion * definida
en A, si se verifica:
V b,cEA: a*b = a*c=b = ¢

7.- ELEMEENTO REGULAR: si un elemento de un conjtinto A esregular por
la derecha y por la izquierda, se llama REGULAR. A los elementos REGULARES
de un conjunto también se les llama SIMPLIFICABLES.

8.- PROPIEDAD DISTRIBUTIVA: Dadas dos leyes de composicidn interna
¥y T sobre un mismo conjunto A, di_remos que la operacién * ES DISTRIBUTI-
VA CON RESPECTO A LA OPERACION T si:

Va b c€A asx(bro ﬁ(a*b)T(a*c)}
(avh) xc = (axc) 7( b=c)

9.- ELEMENTO IDEMPOTENTE: Un elemento a€ A se dice idempotente
respecto a una l.c.i. * de A si se verifica que a*a = a.

10.- ELEMENTO ABSORBENTE: Un elemento a& A se dice ABSORBENTE
por la izquierda (derecha) respecto a una l.c.i. * definida en A, si se verifica:

a*x = a (x*a = a) ¥XEA

11.- ELEMENTO CENTRAL: Un elemento a€A se llama CENTRAL
respecto a una l.c.i. * definida en A, cuando conmuta con todos los elementos
de A. El conjunto de estos elementos constituye el CENTRO de A con la
operacion * [(A,*)]. Para una l.c.i. conmutativa el centro es A.

~

4.- Ley de composicién externa u operacién externa (l.c.e.).-

Dado un conjunto A y otro conjunto B, una ley de composicién externa
en un conjunto B es toda aplicaciéon AXxB ———— > B.

LEYES DE COMPOSICION: HOMOMORFISMOS.



Al conjunto B se llama conjunto base y al A conjunto auxiliar 6 dominio
de operadores.

Sia€A, beBy al par (a,b) le corresponde cE€B, se escribe ¢ = a®h.

PROPIEDADES OPTATIVAS:

Supdngase, el conjunto B dotado de una lL.c.i. @B, y asimismo definida
sobre el conjunto B asociado a A, otra l.c.e. ©, es decir, (B,®D,0).

lgualmente, supongamos al conjunto A provisto de dos l.c.i.; que
representamos por + {suma de operadores de A) y . (producto de operadores
de A}, o sea (A, +,.).

1.- Se dice que la ley externa © es asociativa respecto de la ley interna
., Si

Va, BeA vbe B (a. B)Ob=ad(pOhH
2.- Se dice que la ley externa © es distributiva respecto de la ley interna
@ si: :
VvaeA VYa beB aO(adh = (aOa) D(aBsh

3.- La ley externa © es distributiva con relacion a la ley interna @ si:

Va, B €A V b €B (a+f) Ob=(aOp) H(LOYH

5.- Morfismos entre dos conjuntos.-

Dados dos conjuntos A y B provistos de las leyes de composicién interna
* y L respectivamente, y la aplicacién f: A—————> B, se dice que f es un
HONMOMORFISMO entre A y B, si se verifica que :
f(a*b) = f(a)lIf(b), Vv a,b € A.
TIPOS DE HOMOMORFISMOS: %
.SiA=B=fiA———— > A es un ENDOMORFISMO.

. Si f es inyectiva = MONOMORFISMO.
. Si f es sobreyectiva = EPIMORFISMO.
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. 8i f es biyectiva = ISOMORFISMO.
. 8i A = By f es biyectiva = AUTOMORFISMO.

PROPIEDADES DE LOS HOMOMORFISMOS:

En un homomorfismo f: (A,*) ————> (B,0) se cumplen las
siguientes propiedades:

1.- Si * es asociativa en A, también lo es [1 en f(A).
2.- Si * es conmutativa en A, también lo es [ en f(A).

3.- Si existe en A el elemento neutro e de *, existe en f{A) el elemento neutro
e’ de [ y se verifica que e" = f(e).

4.- Sia” es el simétrico de a respecto de la ley *, entonces f(a™) es el simétrico
de f(a) con respecto a OO y ademas f(a™) = [f(a)]".

5.-Sif: (A,*) ————> (B,[) es un isomorfismo, entonces:
f':(B,00) —————> (A, *) también es un isomorfismo.

6.- 8 f: (AY) ——> B0 vy g: (BO) — — > (C,T) son

homomorfismos, la aplicacién compuesta gof: (A,*) ——— > (C, T) es
homomorfismo.

LEYES DE COMPOSICION: HOMOMORFISMOS.



TEORIA DE GRUPOS

RESUMEN TEORICO

1.- Estructuras con una operacién: GRUPQOS.

Se dice que un conjunto A, que estd dotado de una o varias leyes de
composicion (internas & externas), posee cierta ESTRUCTURA ALGEBRAICA
si se verifica un determinado ndmero de propiedades.

Llamamos GRUPOIDE a un conjunto en el que se ha definido una
operacidén interna.

Llamamos SEMIGRUPO a un grupoide cuya operacién interna es
asociativa.

LLamamos MONOIDE a un semigrupo que tiene elemento neutro.

LLamamos GRUPO a un semigrupo cuya operacién tiene las propiedades
de existencia de elemento neutro y simétrico. Lo representaremos, en general,
por G.

Llamamos GRUPO ABELIANO 6 CONMUTATIVO a un grupo cuya
operacion interna es conmutativa.

Llamamos GRUPO ADITIVO a un grupo cuya operacién interna es la
suma, y entonces al elemento neutro se le llama CERO (0) y el simétrico de un
elemento a, se llama OPUESTO DE a y se representa por -a.

Llamamos GRUPO MULTIPLICATIVO a un grupo cuya operacién interna
es la multiplicacién, llamandose UNIDAD (1) al elemento neutro e INVERSO del
elemento a al simétrico de_ a y se representa por a .

TEORIA DE GRUPOS.




ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS CON UNA SOLA OPERACION

(A *): Grupoide

P Asociafiva Monoide

} Semigrupo
¢ Grupo | ,
P. Elemento Neutro Grupo Abeliano

P. Elemento Simétrico |
P. Conmutativa

Ejemplos: ~ SEMIGRUPOS: (N, +), (Z,+), (Q, +), (R, +), (N,.), (Z,.), (Q..), (R..),
(P(A),U), (P{A),N) . :
GRUPOS ABELIANOS: (Z,+), (Q, +), (R, +), {Q-{0},.), (R-{0},.).

En todo grupo se verifican las siguientes propiedades:

1.- El elemento neutro es Unico.

2.- El elemento simétrico de un elemento cualquiera de un grupo es Unico.

3.- El elemento simétrico del simétrico de un elemento de un grupo es igual a

dicho elemento.

4.- Todos los elementos de un grupo G son regulares.

5.- Las ecuaciones a*x = b y x*a = b tienen solucién dnica en un grupo
(G, *).

B.-¥a,b € G; fa*b)"= b'* 7.

2.- Subgrupos.

Un subconjunto no vacio H de un grupo G se llama SUBGRUPO de G
cuando H es grupo respecto de la operacién de G. La notacién es (H,*)<(G,*)

Proposicién: La condicién necesaria y suficiente para que un subconjunto no
vacio H, de un grupo (G, *), sea un subgrupo de G, es quevYa, b € H, a*b’' &
H.(Con b" elemento simétrico de b).

Ejemplos:  1.- El conjunto de los enteros pares es un subgrupo de Z respecto
de la adicion.
2.- (Z,+) es subgrupo de (Q, +) y de (R, +)
3.- (R, +) es subgrupo de (C, +) ~
4.-Seaelgrupo (G*)yx € G,H ={x"/n € Z}es un
subgrupo de G, *} con respecto a la operacién (*), llamado
SUBGRUPO MONOGENO DE GENERADOR x.

EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL




Sea el grupo (G, *), se llama CENTRO de G al subgrupo Z{G), con
Z(G) = {a€EG/a*x = x*a; VX E G}
Dado un grupo (G,*), se llaman SUBGRUPOS IMPROPIOS a los

subgrupos Gy { e} {e = elemento neutro de *). A los demds los llamaremos
SUBGRUPOS PROPIOS.

3.- Subgrupos normales.

3.1.- Clases adjuntas a un subgrupo.

Dado un grupo (G, *) y H subgrupo de G, podemos definir dos relaciones
binarias que son las siguientes:

1) xR y=xxy' €H
X,y ea
2) xRy—yrxeH

podemos afirmar que estas relaciones son de equivalencia.
La clase de equivalencia de R, corrrespondiente a un elemento x seré:
Ri=IxI={y€ G/xR,y} =H*x ()

Y se llama CLASE DE x ADJUNTA A H POR LA DERECHA o CLASE
ADJUNTA DE x POR LA DERECHA MODULO H. Asf pues,

H*x ={y € G/y = h*x, vh €H}
La clase de equivalencia de R, corrrespdndiente a un elemento x seré:
Rr=IxI={yE€G/xR,y} = x*H

Y se llama CLASE DE x ADJUNTA A H POR LA IZQUIERDA o CLASE
ADJUNTA DE x POR LA IZQUIERDA MODULOQO H. As{ pues,

x*H={y€G/y =x*h,vh € H}

~

X A y=xsy'eH e (xey)'eH = yxx'cH =
wysx!' = hEH = yxx'sx = hxxElhx = ycthx

(1)
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Podemos observar que:
R;le) = H*e =
R,le) = e*H = H

|
T

es decir, las clases correspondientes al elemento neutro coinciden con el
mismo subgrupo.

3.2.- Subgrupo normal.

Dado un grupo (G,*), se dice que el subgrupo (H,*) es un
SUBGRUPO NORMAL, INVARIANTE 6 DISTINGUIDO de G si x*H = H*x, v x
€ G, o lo que es lo mismo, si para todo elemento de G, las clases adjuntas al
subgrupo H por la izquierda y derecha coinciden. La notacién es (H,*)<(G,*).
Proposicién: Dado un grupo (G, *) y H subgrupo de G, H es subgrupo normal

(HaG) de G = xxsHc Hx, VXEG 6 = xxMHx'cH YxEG (esto

significa que x*/mx' €H VxEG VhEH

Proposicién: Si (G,*) es un grupo abeliano, todos sus subgrupos son nor-
males. (?)

Observacion: Todo grupo (G, *) tiene dos subgrupos normales: (G, *) y ({e}, *),
es decir, los subgrupos impropios son normales.

Ejemplos:  El centro de un grupo (G, ¥}, Z(G), es un subgrupo normal de G,
pues

VzeJG) y YxeQa:
xxzxX' = Zexex' = z € 4 G)

por z € Ll G) = x*xz = ZxX

4.- Grupo cociente.

Si tenemos un grupo (G, *) y H es subgrupo de G, podemos definir los
conjuntos:
GH={H*x/x€ G}
HIG = {x*H/x € G}

VXEG VHhEH (Hx*) <(G*)

(2)
xsfex! = x¥x'sh = h € H= (H =) es normal
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Si tenemos un grupo (G, *) y un subgrupo normal H (H<G), llamamos
CONJUNTO COCIENTE a G/H. Si a este conjunto lo dotamos de la operacién
interna del grupo G (*), resulta que es un grupo y por tanto a (G/H,*) se le
llama GRUPO COCIENTE.

G/H={H*x/x € G} ={x*H/x € G }ya que por ser H subgrupo normal
se cumple que V x € G, x*H = H*x.

5.- Grupos finitos.

Diremos que un grupo G es FINITO, de ORDEN n, cuando tiene un
ndmero finito (n) de elementos.

Al ndmero de elementos de un grupo G se denomina ORDEN DEL
GRUPO G.

Dado un elémento a € G, n es el ORDEN DE a si n es el menor niimero

n

natural distinto de cero para el cual a*a*..."...*a = e. Si para cualquier n se

n

verifica que a*a*..."...*a # g, se dice que a es de orden infinito.
Ejemplo: El conjunto { 1, -1, i, -i } es un grupo multiplicativo de orden 4.

TEOREMA DE LAGRANGE: El orden de un grupo finito es multiplo del
orden de cada uno de sus subgrupos.

El INDICE DE UN SUBGRUPO H es el cociente entre el orden del grupo
finito G y el orden del subgrupo H. Por el teoréma de Lagrange, el indice de un
subgrupo es un nidmero natural.

| G:H| - Q(G) _ orden de G_ .,y gopy

O(H) orden de H

Proposicién: Si el indice de un subgrupo es 2, el subgrupo es normal.

Corolario (del teorema de Lagrange): Si un grupo tiene por orden un ndmero
primo, ese grupo no admite subgrupos propios, ya que los Gnicos subgrupos
que admite son: {e} y G que son subgrupos impropios.

6.- Homomorfismos entre grupos. s

Dados dos grupos (G, *) y (G’,0), una aplicacién :G ———> G’ es
HOMOMORFISMO si:
Yab e G fla*b) = f(a) O f(b)

TEORIA DE GRUPOS.



Los distintos tipos: monomorfismo, epimorfismo, endomorfismo,
isomorfismo y automorfismo, son andlogos a los definidos en el epfgrafe de
homomorfismos entre conjuntos provistos de una ley de composicién interna.

Dado el homomorfismo f: G ————> G, se denomina NUCLEO de
f, representdndose por ker f 6 N(f) al conjunto siguiente:

kerf = {x € G/f(x) = e} (e = elemento neutro de (G’,[))

Propiedades de los homomorfismos entre grupos:

1.- La imagen de un grupo por un homomorfismo es un grupo con respecto a
la operacidén definida en el conjunto imagen.
2.- Ker f es un subgrupo normal 6 invariante.
3.- La condicién necesaria y suficiente para que f sea inyectivo es que ker f =

{e}.

Ademas tambien se verifican las propiedades de los homomorfismos
entre conjuntos provistos de una operacién interna.

Descomposicidon candnica de un homomorfismo entre grupos.

Sea f: (G,*) ———— > (G’,0), como ker f es un subgrupo normal,
(G/ker f,* ) es un grupo isomorfo al grupo (f(G),0).

Se puede descomponer f de la siguiente forma:

f: (G, *) — > (G".[O)
A
0] |
V
F:(G/ker f,*) ————> (£(G),00) = (Im(f),0)

Donde:
X)) =xxker f;, VXEG
F(x<ker f) = f(x), V xxker f € G| ker f
i(x) =x, VxeEr(qG)

~

p es siempre epimorfismo, f es siempre isomorfismo e i es siempre
monomorfismo.
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ANILLOS Y CUERPOS

RESUMEN TEORICO

1.- Anillos v Cuerpos.

Dado un conjunto A, diremos que posee estructura de ANILLO cuando
sobre €l se han definido dos operaciones, que para simplificar la notacién
llamaremos adicién (+) y multiplicacién o producto (.), verificAndose:

a) {A,+) es grupo abeliano.
b) (A,.) es semigrupo (Es decir, (.) es Operacién Interna y Asociativa).
c) {.) es distributiva respecto a (+), es decir:

a.(b+c) ab + a.c,va b c & A.
{a+b).c = a.c + b.c,Vva, b c €A,

Si la segunda operacién de (A, +,.) , (.), tiene la propiedad conmutativa,
se dice que es ANILLO CONMUTATIVO.

Si la segunda operacién de (A, +,.) , (.) tiene la propiedad de existencia
de elemento neutro, el ANILLO se [lama ANILLO UNITARIO.

Un CUERPO es un anillo unitario y conmutativo en el que todo elemento
. excepto el neutro de la 12 operacién, tiene simétrico _para la segunda
operacion, es decir, que un conjunto (K, +,.) serg C\UERPO cuando verifica que:

a) (K, +) es grupo abeliano.

b) (K-{0},.) es grupo abeliano.
c) (.) es distributiva respecto a (+), es decir:

ANILLOS Y CUERPOS.




VI.2

a.(lb+c) = ab + a.c,va, b c €K
{(a+Db).c a.c + b.c, ¥va, b c € K.

Al elemento neutro de la primera operacién se le llama CERO (0) y al
neutro de la segunda operacidn se le llama UNIDAD(1).

Ejemplos: (Z,+,.) (Q, +,.) (R, +,.) son anillos conmutativos y unitarios.
(Q,+,) (R +,.) (C,+,) (2/7,+,.) (Z/3,+,.) son cuerpos.

2.- Propiedades.

2.1.- Anillos.

Cuando en un conjunto se ha definido una ESTRUCTURA DE ANILLO,
entre sus elementos se cumplen las siguientes propiedades de los grupos
abelianos:

1.- El elemento neutro de (+) (Cero) es Gnico.
2.- Todo elemento, a, tiene su opuesto, -a.
3.- El opuesto del opuesto de un elemento es el mismo elemento.
4.- El opuesto de la suma de elementos es la suma de los opuestos de cada
elemento:
-(a+b) = (-a)+ (-b)
5.- Se verifican las propiedades simplificativas:
a+b =a+c=b=c
b+a =c+a=b=c
6.- Las ecuaciones x+a = b; a+x = b tienen solucién Gnica: x = b + (-a).

Ademas de las anteriores, los anillos cumplen, entre otras, las siguientes
propiedades:

| -a.0 =0,va € A, Oneutro de (+).
Il .-(-al.b = a.(-b) = -a.b, va b € A.
l.- {-a).{-b) = a.b, ¥ a, b € A.

[I'y Il son conocidas como las REGLAS DE LOS SIGNOS.

Dado un anillo unitario (A, +,.) , se dice que un elemento a € A es
INVERSIBLE cuando posee elemento simétrico con Jespecto a la segunda
operacioén (.), o sea:

acAesinversible 3a'ledl aal=a'l.a-=-1
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Ejemplo: En (Z, +,.) los Gnicos elementos inversibles son {1} y {-1}.

El conjunto (A",.) de los elementos inversibles de un anillo (A, +,.) sele
llama CONJUNTO DE LAS UNIDADES DE A y es un GRUPO MULTIPLICATIVO.

Un elemento a € (A, +,.) (Anillo) se llama NILPOTENTE cuando existe
un ndmero natural n=0, tal que:
a" = a.a.a..."...a =0
Un elemento a € (A, +,.) (Anillo) se llama IDEMPOTENTE si a? = a.

Ejemplo: En (Z/12, +,.):

6 es nilpotente  pues 62 - 36 =0

4 es idempotente pues 4* - 16 - 4

Se llama CARACTERISTICA de un anillo (A, +,.) al menor ndmero natural
n € N’, tal que:
na =a+a+..."... +a =0,vVa€&€ A.
Si no existe n, se dice que el anillo es de caracteristica cero o infinita.

La caracteristica ha de ser el minimo comun muiltiplo del orden de todos
los elementos del anillo en el grupo aditivo, si no existe dicho m.c.m., porque
haya algin elemento de orden O 6 porque los 6rdenes no estén acotados
superiormente, la caracteristica serd cero ¢ infinito.

En un anillo unitario, la caracteristica coincide con el orden del elemento
unidad en el grupo aditivo (n.1 = 0).

2.2.- Cuerpos.

Cuando un conjunto tiene ESTRUCTURA DE CUERPQ, entre sus
elementos se cumplen las siguientes propiedades:

1.- Como todo cuerpo es un anillo, se verificardn las propiedades de estos,
expuestas en 2.1.
2.-8ix vy € (K +,.) (Cuerpo), pertenecen a (K, +,.), también, los siguientes
elementos:

0, 1, X+vy, Xy, X.y, x.y"' = x/ysiy # O.
3.- El hecho de que (K,+) sea grupo aditivo y que (K-{0},.) sea grupo
multiplicativo, implica la existencia de elementos opuestos e inversos (si el
elemento es = 0) y, por tanto, se verifican las leyes simplificativas:

ANILLOS Y CUERPOS.
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X+y = X+z=y = 2z
Xy =xz=y =2 x # 0.
4.- Las ecuaciones x+a = b y x.a = b (a#0) tienen solucién Gnica.
5.- En todo cuerpo (K, +,.) son vélidas las reglas de las fracciones, siempre que
los denominadores sean = O: ,

X _Z "
a)?—t Xt =y z yx0, 120
b si y#0, Vae(K+.), a0 - X - X4
Yy vy a
0 X+ Z_XT2VZ g 9
y T y. 1
X zZ_xz
O)J—/-—f—Tf*, y=0, (20

6.- La caracteristica de un cuerpo, si es finita y # 0, es un ndmero primo.

3.- Dominios de integridad.
En un anillo (A, +,.) llamamos DIVISORES DEL CERO a aquellos
elementos de A que verifican: A
ab=0cona#0 vy b=#0

Cuando un anillo A, donmutativo, no posea divisores del cero, se llama
ANILLO DE INTEGRIDAD.

Siun anillo de integridad es unitario, se llama DOMINIO DE INTEGRIDAD.

Un cuerpo no puede tener divisores de cero, por tanto todo CUERPO es
DOMINIO DE INTEGRIDAD.

Todo dominio de integridad con un namero finito de elementos es
cuerpo.

En un dominio de integridad se verifican las siguientes propiedades
simplificativas del producto:
ax =ay=x=y;VvVa# 0~

4.- Subanillos.

Dado un anillo (A, +,.), diremos que B es SUBANILLO de A si se verifica:
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a)B C A
b) (B, +,.) es anillo.

La condicién necesaria y suficiente para que un subconjunto (B, +,.) C
(A, +,.) sea SUBANILLO de A, es que verifique:
a)v¥x,yE€B x-y € B.
b) VX y € B, x.y € B.

(A, +,.) tiene dos SUBANILLOS IMPROPIOS: ({0}, +,.) vy (A, +,.)
Propiedades: Sea (B, +,.) subanillo de (A, +,.) :

1.- Si A es anillo conmutativo, B también lo es.

2.- Si A es anillo de integridad, B también lo es.

3.- Un anillo (A, +,.) puede tener elemento unidad y (B, +,.) tenerlo 6 no, &

tenerlo B y no tenerlo A.
4.- Un anillo (A, +,.) puede tener divisores del cero y (B, +,.) carecer de ellos.

5.- Subcuerpos.

Diremos que H es SUBCUERPO del cuerpo (K, +,.}), si se verifica que:

alH C K
b) (H, +,.) es cuerpo.

La condicién necesaria y suficiente para que un subconjunto H de un
cuerpo (K, +,.) sea SUBCUERPO de (K, +,.) es que verifique:

a)vVx,y€H x-y € H.
b)vx y € H, y#0, xy' € H.
6.- Ideales.

Dado un anillo (A, +,.), se dice que | C A es IDEAL de A cuando | # &
vy se verifica:

a)Siabe&el,a-b &l
b)SiaelLhEA = ah&€k vy ha€l

Es decir,| es un subgrupo aditivo de (A, +) talqueva €, vh € A, a.h
€l vy ha €l .
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Diremos que el ideal | del anillo unitario (A, +,.) es PRINCIPAL cuando
existe un elemento i de A tal que :

VX €I 3y € A que verifica que x = v.i

Al elemento i se le llama BASE del ideal |, y se escribe | = (i).

Propiedades:

12.- La suma de dos ideales es un ideal.

2% - La interseccidon de dos ideales es otro ideal.

3%.- Todo ideal | de un anillo A, es subanillo de A.

42.- En todo cuerpo (K, +,.) solo existen dos ideales {0} y {K}.

7.- Anillo cociente.

Sea (A, +,.) un anillo e | un ideal de A. Si en A definimos la siguiente
relacion binaria:

Vx, yeA xRy « x-ye/

Se puede comprobar que es R. EQUIVALENCIA y nos permite clasificar
los elementos de A en CLASES DE EQUIVALENCIA cuya reunién es el
CONJUNTO COCIENTE A/.

Como el ideal | es subanillo de A, y por tanto subgrupo de un grupo
abeliano con respecto a la 1? operacién (+), podemos concluir que | es un
SUBGRUPO NORMAL de A y entonces podemos considerar el GRUPO
COCIENTE abeliano (A/l, +) cuyos elementos serén las clases 1, |, I, etc.

y? lzr

Si ahora definimos la multiplicacién en (A/l) como:

Vi, |, € A/l L., =1

XSy Xy

Resulta, entonces, que (A/l, +,.) es anillo que denominaremos: ANILLO
COCIENTE DEL ANILLO A CON RESPECTO AL IDEAL I.
8.- Homomorfismos entre anillos.

Dados dos anillos (A, +,.) y (A",®,0®), una aplicacién
f: (A, +,.) > (A, @,0) es un homomorfismo entre anillos si verifica:
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a) fla+b) = fla) @ f(b), va b € A.
b) f{a.b) = f(a) © f(b), va, b € A.

Propiedades:

1.- Por ser un homomorfismo entre anillos un homomorfismo entre grupos con
la 1% operacién, tiene las mismas propiedades que aquellos con respecto a la
12 operacién.

2.-Kerf ={x€ A/f(x) =0} esideal de A, (0’ neutro de @)

3.- f{A) C A’ es subanillo de (A", ®,0).

4.- ker f = {0} & f es inyectivo.

Descomposicién candnica_de un homomorfismo entre anillos:

Veamos en el siguiente diagrama, donde todos los conjuntos son anillos,

como podemos descomponer el homomorfismo fde laforma ( 7 = /jofop)

f: (A,+,-) R 2 (Alr®rO)

A
p i
_ V
f:(Alker |, +,.) ———> (f(A), D, Q) =(Im(f),D,O)

Donde:
p(x) =xrker f, VxeEA
F(x+ker f) = f(X), Y x+ker f € A ker f
(x) =x, VXEI(A

p es siempre epimorfismo, f es siempre isomorfismo e i es siempre
monomorfismo.

9.- Homomorfismos entre cuerpos.

Se tratard a todos los efectos como un homomorfismo entre anillos.
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10.- Equivalencia entre las notaciones.

En este tema y para simplificar solo hemos utilizado las operaciones ( +)
y (.), pero para que el tema alcance toda la generalidad se pueden transformar
todas las afirmaciones en él vertidas a las operaciones (*) y (L), por ejemplo:

Con*, 1,e,u Con +, .0, 1
- =
(a*b)*c = a*(b*c) (@a+b)+c = a+(b+c)
a*e = e*a = g a+0 =0+a = a
a*a’ = a'*a=e¢e at(-a = (-a)+a =0
(alb)lc =al(bLlc) (a.b).c = a.(b.c)
ale =g a.0 =0
alu = a a.l =a
alb=ee®a=edb=c¢ ab=0s®a=06b =20
ali{b*c) = (aLb)*(alc) a.(b+c) = (a.b) +(a.c)
alb =alb (-a).(-b) = a.b
a*a*.."...*a = na i tasd o uda = na
.18l .%dlp = g" a.a.......a = a"
a*b = b*a a+b =b+a
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11.- Resumen.

VI .

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS CON DOS OPERACIONES

Consideremos un conjunto (A4 =, °)

Asocialiva
Elem. Neutro
Elem. Simétrico
Conmutativa

(°) Asociativa
(o) Distributiva

Si ademds (<) Conmultativa —s Anillo
Si ademas (°) E Neutro —> Anillo

Asociativa
Elem. Neutro

E 3
(4= Elem. Simétrico
Conmutativa
Asociativa
Elem. Neutro
(Ael, o)

Elem. Simétrico
Conmutativa

(°) es distributiva

Grupo Abeliano
+ Anillo

—> Semigrupo

respecfo a (+*) |

Conmutativo
Unitario

Grupo Abeliano

r CUERPO

Grupo Abeliano

respecto a (*) |
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POLINOMIOS EN UNA
INDETERMINADA

RESUMEN TEORICO

1.- Definiciones.

Decimos que un POLINOMIO CON COEFICIENTES EN UN ANILLO CON-
MUTATIVO K EN UNA INDETERMINADA es una sucesidn infinita de elementos
de tal anillo, tales que a partir de uno, en adelante, todos los elementos de la
sucesién son nulos,

Se representa por: P = (a,, a,, a,, ..., a,, 0, 0, ... ), €K vi=0,1,
2, ..., n. Designando porx = (0, 1, 0, O, ... ); a tal polinomio se le denomina
INDETERMINADA.

En general: x" = (0,0, ..., 0, 1", 0O, ..., 0, ...).

De esta forma, el polinomio P = (a,, a,, a,, ., 8, 0,0, ...) se escribe:

- 2 3
p(x) = ap+a;x+a,x*+a;x’+...+a x"

Al conjunto de todos los polinomios en una indeterminada con
coeficientes en el anillo K, lo representamos por K[xI.

Al polinomio en el que un Gnico coeficiente es distinto de cero se llama
MONOMIO. Su férmula general es: a,x" con a, # 0, nEN.

POLINOMIOS CON UNA INDETERMINADA.
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El GRADO DE UN POLINOMIO, es el mayor indice n de manera que a, #
0. El monomio a x" ser4 el TERMINO PRINCIPAL o0 DOMINANTE del polmomlo
y su coeficiente a,, el PRINCIPAL o DIRECTOR.

Llamaremos POLINOMIO CERO al que tiene todos sus coeficientes nulos.
Se simboliza por 0 = (0, 0, O, ... ).

Llamaremos POLINOMIO UNIDAD al que tiene todos sus coeficientes

nulos a excepcién de a, = 1. Se simboliza por 1 = (1, 0, 0, ...}
Decimos que dos polinomio P(x) = (a,, a;, a5 ..., 8, 0, 0; ... ) vy
Q(x) = (bgy, by, by, ..., b, 0, 0, ...) son IGUALES & a =DbVviE€N.

2.- Operaciones entre polinomios.

SUMA: Dados dos polinomios P(x) = (@, a4, @5, ..., 8,, 0, O, ... )’ y

Q(x) = (by, by, by, ..., b, 0, 0, ... ), n<m definimos la ADICION DE DOS
POLINOMIOS como otro polinomio de la forma:

P(x)+Q(x) = (ay+b,, a,+by, a,+b,, ..., a,+b,, b7, b.rp, ..., b, 0,0, ...)
PRODUCTO: Asi mismo, dados dos polinomios P(x) = (a,, a,, a,, ..., a, 0, 0,
)1y Qx) = (by, by, by, ..., b, 0, 0, ... ), n<m, definimos la MULTIPL]CA—
CION DE POLINOMIOS como otro polmomlo de la forma:

mm

P(x).Q(X) = (Co, €1/ Co ves Cois Os o)y C= Y 8,5,
=k

PRODUCTO DE UN POLINOMIO POR UN ESCALAR: Sea el polinomio
P(x) = (a,, a4, @y ..., 8,, 0, 0, ... ) y sea A € K. Se define el PRODUCTO DE
UN POLINOMIO POR UN ESCALAR como otro polinomio de la forma:

A.P(x) = Alay a4, 8, ..., 8, 0, 0, ... ) = (Ag,, A2y, Aay, ..., Aa_, O, O, ... )

3.- Divisibilidad de polinomios con una indeterminada.
Se dice que P(x) € K[x] divide a Q{x) € K[x] si existe C(x) € K[x] tal

que:
Q{x) = P(x).C(x) 4
Propiedades:

1} Si un polinomio divide a otros dos, también divide a su suma vy diferencia.
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2) Si P(x) divide a Q(x), entonces P(x) divide a A.Q(x), YAEK, YP(x),Q(x) E Kix].
3) Si P(x) divide a Q(x), entonces P(x) divide a Q(x).R(x), ¥P(x),Q(x),R(x) € KIx].

El VALOR NUMERICO DE UN POLINOMIO EN UNA INDETERMINADA es
el valor que se obtiene al sustituir la variable por su valor correspondiente.

Ejemplo: El valor numérico del polinomio:

Ax) =x*2x1enx=2 es A2) =2%2.21 =7

Dado un polinomio P(x), se llaman CEROS DEL POLINOMIOQO P(x) a los
valores de la indetermipada X para los cuales el valor numérico de P(x) es cero.
También se llaman RAICES DEL POLINOMIO.

Se llama MAXIMO COMUN DIVISOR DE LOS POLINOMIOS P(x) y Q(x)
al polinomio de grado maximo perteneciente al conjunto interseccidén entre los
divisores de P(x) y los divisores de Q(x). Se simboliza por M.C.D.(P,Q) o bien

m.c.d. (P,Q).

Cuando una serie de polinomios no tienen un divisor comun (distinto del
polinomio unidad), se dice que son PRIMOS ENTRE Sl o COPRIMOS.

Se llama MINIMO COMUN MULTIPLO DE DOS POLINOMIOS P(x) y Q(x)
al polinomio de grado minimo del conjunto M(P)N M(Q), donde M(P) y M(Q)
son los mdltiplos de P(x) y Q(x) respectivamente. Se simboliza por M.C.M.(P,Q)
6 m.c.m.(P,QJ}. '

Un polinomio P(x) € K[x] decimos que es IRREDUCIBLE o PRIMO SOBRE
EL CUERPO K si NO se puede descomponer en producto de polinomios de
grado inferior que pertenezcan a K[x]. En caso contrario, el polinomio es
REDUCIBLE.

CRITERIO DE IRREDUCIBILIDAD DE EISENSTEIN:

Seap(x) = ap+a,;x+a,x’ +a,x*+... +a,x" un polinomio con coeficientes
enteros y sea p un ndmero primo. Si se cumple:
p no divide a a,.
p divide a ay,a;,8,,84,..,8,
p* no divide a a,, "
entonces el polinomio P(x} es irreducible en Z[x].

Podemos observar que los lGinicos polinomios primos o irreducibles en
Clx] son las constantes complejas no nulas y los polinomios de grado 1.

POLINOMIOS CON UNA INDETERMINADA.
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4.- Célculo de las raices de un polinomio de grado menor o igual a tres.

Raices de un polinomio de grado 1:

La raiz de un polinomio ax+b € C[x], con a # 0 es

_b -0 -x=-2
o ya que ax+b =0 = x 2

Este mismo razonamiento prueba que todo polinomio de grado uno de
RIx] tiene una raiz real.

Raices de un polinomio de grado 2:

Las rafces del polinomio ax®+bx+c¢ € C(x), con a # O son:

-bw\/b%-4ac -b~+/b*-4ac
2a 24

La cantidad b*-4ac se llama DISCRIMINANTE Yy Se representa por a

Si el polinomio ax®+bx + ¢ tiene coeficientes reales y se considera que
pertenece a R[x], entonces se le puede aplicar el razonamiento precedente,
pues:

ax’+bx+c € R[x] C CIx]

Lo que ya no puede asegurarse es la existencia de dos raices reales, ya

que esto depende del valor del discriminante:

Sia > 0, a’+bx+c € R[x] tiene 2 raices reales.
Si a = 0, las dos raices reales son iguales (raiz doble).
Sia < 0, ax?+bx+c € R[x] carece de raices reales.

En R[x] los polinomios de segundo grado y discriminante negativo son

primos. Es evidente que también son primos los polinomios de primer grado vy
las constantes no nulas.

Raices de un_polinomio de grado 3:

~

Vamos a calcular las raices del polinomio de grado 3: a,x* + a,x’+a,x+a,
€ CIx]. Siempre podremos suponer que a, = 1, puesto que al dividir el
polinomio considerado por a, se obtiene otro polinomio asociado que tiene las
mismas raices.

EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL.
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Aun podemos snmphflcar mas la resolucion de las raices del pohnomlo
x* +a,x” +a,;x+a,, puesto que el cambio x = x’ -a,/3 anula el término en x°.
Este cambio es licito pues podemos suponer gque x € C.

Por tanto solo nos vamos a ocupar en calcular 3 raices de los polinomios
de C[x] del tipo:
X3 +px’ +q
Por tanto se trata de calcular los valores de x’ € C que anulen la funcidn
polinémica x*+px’ +q, v ello se consigue fécilmente haciendo el cambio x’
u+v, donde:

(4]

3 > = 3 q
- -9, 19, P | g, P
2 \j 2\ 457 V= \J 427

b.- Fracciones algebraicas.

Se llama FRACCION ALGEBRAICA a un par de polinomios A(x) y B(x) con
B(x) # O dados en un cierto orden. Al primero de ellos se le llama NUMERA-
DOR y al segundo DENOMINADOR. Se escriben ambos separados por una raya

horizontal ﬁ(ﬁ

& x)
OPERACIONES:

Consideremos el conjunto K[x]xK[x], definamos la siguiente relacién de
equivalencia:

/,
A x) RA (x) . que se lee, la fraccién algebraica

Hx) " B(x)
’g,((jg es equivalente  a /:?:E 3 & A .8 x) = A(X). B x)

Esta relacién de equivalencia produce una c!asificaciép de K[x]xK[x] en
clases de equivalencia, a cada una de ellas se le llama RAZON ALGEBRAICA.

a) Si se multiplican el numerador y denominador de una fraccién algebraica por
un mismo polinomio (distinto del nulo), la fraccién algebraica obtenida es
equivalente a la dada. Es decir:

Ax) , Ax).Ax ;i
87 y B A son egquivalentes

POLINOMIOS CON UNA INDETERMINADA.
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b) Si se dividen el numerador y denominador de una fraccién algebraica por un
mismo polinomio (distinto del nulo), se obtiene otra fraccién algebraica
equivalente a la dada:

A9, W
A y X son equivalentes
Mx)

c) Suma de razones algebraicas: En K[xIxK[x]/R definimos la operacién:

{A(x)}+{an}W{A(x)an+ax) ax )
A2 A% A0Dx |

Con esta operacién, el conjunto de las razones algebraicas tiene

estructura de grupo aditivo abeliano, siendo el elemento neutro {%((%} , con

O{x) el polinomio nulo, B(x) # O(x); el elemento simétrico de

(&t = (23]

d) Producto_de razones algebraicas: En K[x]xK[x]/R definimos la siguiente
operacion, llamada producto de razones algebraicas:

23]~ (43 33)

Con esta operacién, el conjunto de las razones algebraicas tiene

estructura de grupo multiplicativo abeliano, siendo el elemento unidad EE: S ;

Al X)

con A(x) # # 0(x); el elemento simétrico de {M} &s [5(’\’) } :

B x) A x)

Podemos concluir que (K[x]xK[x]/R, +,.) es un cuerpo, llamado cuerpao de
las RAZONES o FRACCIONES ALGEBRAICAS y que representaremos por K(x).

6.- Divisién de polinomios. N
La DIVISION ORDINARIA de dos polinomios A(x) y B(x) consiste en

encontrar dos polinomios H(x) y G(x), con grado G(x) < grado B(x), y tales que
verifiquen: A{x) = H(x).B(x) + G(x).

EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL.
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Si dividimos la expresién anterior entre B(x}, tenemos:

Ax) +GX)
Bx H x) A x) con grado G(x) < grado B(x).

Se dice que H{x) ES LA PARTE ENTERA de la fraccién racional %

—— g{% ES LA PARTE RACIONAL.

~

7.- Descompasicién de fracciones algebraicas en fracciones simples.

Sea B(x) un polinomio de K[x], si encontramos los polinomios P(x), Q(x),
-... R(x) primos entre si y tales que B{x) = A(P(x))°(Q(x))%. ...(R(x))¥ decimos
que A(P(x).(Q(x)°. ...(R(X)" es la descomposicién de B(x) en factores
irreducibles (Para simplificar representaremos por B = AP°.Q%. ...R".

Sea R(x) un elemento de k(x). Se llama FORMA REDUCIDA DE R{x) a un
representante de R(x) de la forma w‘;(—j;— , donde A(x) y B(x) son elementos

de K[x] primos entre si.

Veamos algunas descomposiciones:

Sea %)— una fraccién racional reducida del cuerpo (K(x), +,.), cuya

parte entera es H(x). Sea B = AP°.Q% ...R' la descomposicién de B(x) en
factores irreducibles. Existe una descomposicién Gnica:

mA(X) =H x) + C‘;Jr 0“_1 .. +%4

A x) P2
+_%+ %‘1«; +ﬁ+
& (F Q

...............

POLINOMIOS CON UNA INDETERMINADA.
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Donde H G, ..., G, §,...0, ..., E,...,E son elementos

de K[x] tales que grado C; < grado P, grado D; < grado Q, ..., grado E, <
grado R, V i.

Las fracciones racionales en las que se han descompuesto

AX) _Hx) sellaman FRACCIONES RACIONALES SIMPLES.
A x)
Consideremos ahora K = C (Cuerpo de los ndmeros complejos).
Sea % un elemento de C(x), y sea A x)=A(x-p)”. .. (x-0)%
donde p, ..., 0 son las raices de B(x) distintas dos a dos. Existe una
descomposicion Unica:
—/4( X) =H x) + )"h 1+ )""FT +, .+ 'L' 4
B 1% (x-p) " (x-p)" X-p
+ Fk + i al = +_.‘u1
(x-0) % (x-0) %1 X0
Donde Hx) eqx] yAy,..., A, ... sHp--., 4 EC

Consideremos K = R (Cuerpo de los niimeros reales).

Sea %ﬁ—% un elemento de R(x), y sea
Bx) = Mx-r)" .. (x-8)% (x2+ax+b)'. . ... (x2+cx+a) ™ la descomposicion

de B(x) en elementos irreducibles de R(x). Existe, entonces una descomposicion
Unica:

A(X): + A + Ay ..+ Ay 4
A x) Hx) (x-r)" (x-r)"t " x-r

...............

EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL.
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