Capitulo 1. Matrices: Algebra matricial

CAPITULO 1

MATRICES: ALGEBRA MATRICIAL

1.1.- Definiciones.
1.2.- Operaciones con matrices.
1.3.- Propiedades de las matrices traspuestas.

1.4.- Célculo de la matriz inversa por transformaciones elementales.

Ademas de los objetivos generales y competencias que pretendemos que el
alumno/a alcance con esta asignatura, los objetivos especificos correspondientes a
este capitulo son:

- Conocer el concepto de matriz y sus tipos.

- Manejar fluidamente las operaciones con matrices.

- Conocer las distintas estructuras algebraicas de las que se pueden dotar a
distintos conjuntos de matrices.

- Conocer las matrices traspuestas y sus propiedades.

- Calcular matrices inversas por transformaciones elementales.
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EJERCICIOS

1.- Dadas las matrices:

3 10 2 1 2 0 0
A=|2 0 3| B=|4 5| C=|3 0 1
4 1 2 27 1 0 2

Hallar A%, A-B, A-C y -3A+8C, cuando el resultado pueda calcularse.

2.- Hallar las matrices A y B que verifiquen:

I -8 -9
3A-ZB=( j

-6 -8 7
12 28 47
S5A+7B=
52 28 22
3.- Dadas las matrices:

4 3 2 3 2 1
A=|7 6 3 B=|4 3 2
2 9 & 6 7 4

Efectuar las siguientes operaciones, cuando existan: A+B, A-B, A*>B, B-A, 2A+3B.
4.- Hallar A" siendo A la matriz siguiente:
1 0 0

A=|1 1 0
1 1 1

5.- Sea A una matriz de orden k nilpotente de indice n (A" = 0). Probar que:
lk+A+A%+ ...+ A" eslainversa de I - A.
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0 2 -1

6.- a) Comprobar que lamatriz 4={0 0 1| es nilpotente.

0 0 0
b) Demostrar que | + A + A% es la inversa de | - A.

7.- Consideremos la siguiente matriz:

1 -1 1
A=|10 1 -1
0 0 I

a) Encontrar A"
b) Expresar A" respecto de A e I.
c) Obtener las expresiones numéricas de A" y A™.

a) Resolver la siguiente ecuacion matricial, sabiendo que existe la inversa de

8.-
la matriz (A-C): A-X+BD=CX+EF
b) Hallar X en el caso de ser:
2 1 1
VI S P
1 4 3 2 6 1
2 4 1 2 2 -2
s N R
1 3 3 4 3 -1
9.- a) Resolver la siguiente ecuacién matricial, sabiendo que A y C tienen

inversa: A-X-C = B.
b) Como aplicacién del anterior resultado, hallar la matriz X siendo:

2 3 0 3 1 3
A= B= C=
4 -1 4 2 -1 2
10.- Resolver la ecuacién matricial A-X-B = C siendo:
2 3 3 6 2 3
1 2 4 1 -1 2
11.- Demostrar que el producto de dos matrices diagonales es una matriz diagonal.

12.- Obtener las matrices reales que conmutan con:

-3-
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0 0 0
A=|1 0 0
1 10

13.- Dada una matriz regular A, ¢ es Unica la matriz inversa de A?

14.- Una matriz cuadrada es involutiva si coincide con su inversa. Demostrar que
una matriz A es idempotente (A% = A) si y solo si la matriz B = 2A - | es involutiva.

15.- Hallar todas las matrices cuadradas reales de orden 2 que sean nilpotentes de
indice 2 ( es decir, es no nula y su cuadrado es la matriz nula).

16.- Una matriz cuadrada A se dice simétrica si coincide con su traspuesta. Decidir
cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas y cudles falsas, dando en cada
caso una demostracion o un contraejemplo, segun corresponda:

1. Si Ay B son simétricas, entonces A-B es simétrica.

2. Si A es simétrica y P es una matriz cuadrada cualquiera, entonces P-A-P!
es simétrica.

3. Si A es una matriz cualquiera, entonces A-A' y A'A son simétricas.

17.- Una matriz A se dice antisimétrica si A' + A = 0 (matriz nula). Demostrar:

1. Si A es antisimétrica, entonces A? es simétrica.
2. Si A es antisimétrica y B es simétrica, entonces A-B es antisimétrica si y
s6lo si A‘B = B-A.

18.- Dada una matriz cuadrada A = (a;) de orden n definimos su traza como la suma
de los elementos de la diagonal de A, es decir, trA = aj1+age+...+ann. Demostrar las
siguientes propiedades:

1.tr(A+B) = trA + trB

2. trAA = MtrA

3. tr(A-B) = tr(B-A)

4. En general tr(A-B) es distinto de trA-trB.
5. A‘B - B-A es una matriz de traza nula.

19.- Probar que si el producto de dos matrices cuadradas es la matriz cero y una de
ellas es regular, entonces la otra matriz es cero.

20.- Mediante operaciones elementales por filas, transformar la matriz A en una
matriz triangular, siendo:
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1 1 -2 1
2 0 1 3
A:
-1 1 2 1
3 2 12

21.- Utilizando operaciones elementales por filas, transformar en matrices
escalonadas las siguientes matrices:

0o 2 1 -1 2 3 2
A=|1 0 -1 3 2 B=\4 1
0o 4 2 -2 4 6 0

22.- Calcular las inversas de las siguientes matrices:

0 0 1 3 0 1 0 -2
0 1 3 0
A= B= cC=(1 0 0| D=|0 I 0| E=|0 I 0
1 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
23.- Calcular la inversa de la matriz:
1 -1 1
A=|2 I 2
0 0 1
24.- Obtener la inversa de:
2 -1 1 1
0 0 [ 0
A:
2 1 1 1
0 0 0 1

25.- Sea A una matriz cuadrada que cumple la condicién A? = A. Calcular (2A-1)2,

26.- Sea A una matriz cuadrada de orden n. Supongamos que A es una matriz
inversible:

1. Demostrar que si B es tal que A.B = | entonces B =A™

2. Demostrar que si C es tal que C.A = | entonces C = A™.

27.- Calcular, si ello es posible, las inversas de las siguientes matrices:
-5-
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~ ~ O
~ S O

28.- Probar que si A es idempotente y A no es |, entonces A no es inversible.



