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Introduccion

El presente trabajo de investigacion tiene por objeto realizar una aporta-
cion al estudio del pandeo por flexion de elementos estructurales de inercia
variable con diferentes condiciones de sustentacion.

La falta de informacién disponible sobre este tema, tanto en la normativa
como en otras fuentes bibliograficas, supone que cuando surge el problema de
dimensionar barras de inercia variable sujetas a compresion, no se realice un
correcto dimensionamiento frente al pandeo en dichos elementos. La mayoria
de las veces se aplican coeficientes de seguridad mayorados para el pandeo de
este tipo de barras, postura conservadora, pero que va en contra del objetivo
principal de los elementos de inercia variable, que es optimizar la estructura
para disminuir las secciones de las barras y conseguir, en consecuencia, un
ahorro de material.

Por ello, en este trabajo se realiza un anélisis cualitativo y cuantitativo del
fenémeno de pandeo por flexion en este tipo de elementos constructivos, de
tal manera que se pueda conocer con exactitud el comportamiento de la barra
frente a dicha inestabilidad. Las conclusiones obtenidas se han plasmado en
una metodologia que permite calcular frente a pandeo, de manera practica
y sencilla, multitud de barras de inercia variable con diferentes condiciones
de contorno, consiguiéndose asi un dimensionamiento 6ptimo que vaya en
consonancia con la filosofia de optimizacién de estos elementos estructurales.

Este trabajo ha sido estructurado en dos partes diferenciadas. La Parte
I: “Revision bibliogréafica”, tiene por objeto la recopilacion de la informacion
basica sobre pandeo existente en la bibliografia. Y la Parte II: “Analisis de
pandeo por flexiéon en barras de inercia variable con diversas condiciones de
sustentacion”, es el nicleo y parte innovadora de este trabajo, donde se ana-
liza detalladamente el problema planteado.

La Parte I esta dividida en tres capitulos:

= Capitulo 1. Aqui se introducen los conceptos basicos sobre equilibrio,



necesarios para comprender el fenémeno de pandeo por flexiéon. Tam-
bién se muestran las diferentes vias que histéricamente se han seguido
en el estudio del pandeo.

= Capitulo 2. Recopilacién de la informacion general obtenida en la
bibliografia sobre el pandeo de barras aisladas de inercia constante,
que ha servido de guia para el posterior estudio de la barra de inercia
variable, en la Parte II. Se analizan aqui las columnas y vigas-columnas,
ideales y reales, con comportamiento elastico y plastico.

= Capitulo 3. Recopilacion de la informaciéon existente sobre el pandeo
de barras de inercia variable. Aqui se recogen las teorias y modelos de
analisis que diferentes autores proponen para describir el pandeo en
este tipo de elementos. Esta informaciéon ha sido de gran utilidad, ya
que ha permitido contrastar la metodologia propuesta en este trabajo,
y ver que grado de dispersion tienen los resultados propuestos por unos
y otros métodos.

La Parte II estd formada por siete capitulos:

s Capitulo 4. Descripcion detallada de los objetivos y justificacion del
trabajo de investigacion realizado.

= Capitulo 5. Materiales y métodos empleados en la elaboracion de este
trabajo.

s Capitulo 6. Analisis teorico de pandeo en columnas de inercia variable
con determinadas condiciones de sustentacion en los extremos. Concre-
tamente se reproducen los cinco casos de Euler para barras de inercia
variable. Este capitulo es fundamental para la comprension del feno-
meno de pandeo en este tipo de barras, ya que se describen de manera
detallada aspectos importantes tales como ecuaciones de la deformada
de la barra, ley de momentos flectores, carga de pandeo, longitud de
pandeo, modelizaciéon de la barra, etc.

» Capitulo 7. Anélisis tedrico-practico de pandeo en columnas de inercia
variable con condiciones genéricas de sustentacion en sus extremos. En
este capitulo se pretende modelizar el comportamiento frente a pandeo
de barras que forman parte de sistemas estructurales mas complejos,
tales como porticos, bloques de pisos, etc. Se comienza con un ana-
lisis puramente tedrico, y se termina proponiendo las ecuaciones que
gobiernan el comportamiento frente a pandeo de diferentes barras per-
tenecientes a diferentes tipos de estructuras que se pueden presentar en
la practica constructiva.



= Capitulo 8. Aplicacion de los resultados obtenidos en los capitulos 6
y 7, plasmada en una metodologia préctica para el calculo de pandeo
en barras de inercia variable. Aqui se incluyen los pasos a seguir para el
calculo, y diversos problemas resueltos a modo de ejemplo, que ademas
se han solucionado también por otros métodos propuestos por diferentes
autores, lo que permite contrastar los resultados obtenidos.

s Capitulo 9. Comentarios sobre los resultados y conclusiones de este
trabajo de investigacion.

Finalmente, el trabajo incorpora el Anejo A, el cual contiene todas las
formulas y tablas necesarias para aplicar la metodologia practica expuesta
en el capitulo 8.



Indice general

I Revision biliografica

1.

El pandeo por flexiéon
1.1. Concepto de equilibrio. Tipos de equilibrio . . . . . . .. . ..
1.2. Inestabilidad estructural. El pandeo por flexiébn . . . . . . ..

. La barra aislada de inercia constante

2.1. Columnas esbeltas y pandeo en el campo elastico . . ... ..
2.1.1. Lacolumnaideal . .. ... ... ... ... ......

2.1.1.1.
2.1.1.2.
2.1.1.3.

2.1.14.
2.1.1.5.
2.1.1.6.
2.1.1.7.

2.1.1.8.

Definicion de columna ideal . . . . . . . . ..
Teoria de la bifurcacién del equilibrio . . . . .
Métodos analiticos y numéricos en el estudio
del pandeo . . . . ... .. ... ... ...
El método estatico . . . . .. ... ... ...
El método energético . . . . . .. ... .. ..
La viga-columna. Acoplamiento entre flexion
y compresion . . . ... ..o L.
Columnas con restricciones elasticas en los
extremos . . . . ... ..o
Analisis general de columnas por el método
matricial de rigidez. Matriz de rigidez geo-
métrica . . . . ...

21.2. Lacolummareal . . . . . . . .. .. ... .. ... ..

2.1.2.1.
2.1.2.2.
2.1.2.3.
2.1.24.

2.1.2.5.

Definiciéon de columna real . . . . . . ... ..
Teoria de la divergencia del equilibrio . . . . .
Evaluacion de la excentricidad de la carga

axial. Férmula de la secante . . . . . . .. ..
Evaluacion de la deformacion inicial. Formula

de Perry-Robertson . . . . .. ... .. .. ..
Método de Dutheil . . . . . .. ... ... ..

2.2. Columnas cortas y pandeo en el campo plastico . . . ... ..
2.2.1. Teoria del médulo tangente . . . . . . ... ... ...

4



INDICE GENERAL 5

2.2.2. Teoria del moédulo doble . . . . .. ... ... ... .. 101

3. La barra aislada de inercia variable 103
3.1. Timoshenko . . . . . . . . .. .. ... ... 103
3.2. Cudésy Quintero . . . . . . . ..o 108
3.3. Ballioy Mazzolani . . . . .. ... ... ... ... . 109
34. Galambos . . . . ... 110
3.5. Belluzi . . . . ... . . .. 111
3.6. NBE,EA-95 . . . . . . . . . ... 111

II AnaAlisis de pandeo por flexién en barras de inercia

variable con diversas condiciones de sustentacion 113
4. Objetivos y justificaciéon 114
5. Materiales y métodos empleados 117
5.1. Material informético . . . .. ... ... ... ... ... .. 117
5.1.1. Equipo informético . . . . . . ... ... ... 117
5.1.2. Programas informéaticos . . . .. ... ... ... ... 117
5.2. Métodos referentes a la teoria de estructuras . . . . . ... .. 118
5.3. Métodos mateméticos . . . . . .. ... 118
6. La columna ideal de inercia variable 119
6.1. Columna de inercia variable biarticulada . . . . ... ... .. 121
6.1.1. Analisis estatico . . . . . . .. . ... ... ... ... 121
6.1.2. Columna equivalente . . . . . . . ... ... ... ... 129

6.2. Columna de inercia variable empotrada en un extremo y libre
enelotro . . . .. ... 132
6.2.1. Caso A: Empotrada-libre . . . . . . .. ... ... ... 132
6.2.1.1. Analisis estatico . . . ... ... ... .... 132
6.2.1.2. Columna equivalente . . . . . .. ... .... 141
6.2.2. Caso B: Libre-empotrada . . . . . . .. ... ... ... 143
6.2.2.1. Analisis estatico . . . ... ... ... .... 143
6.2.2.2. Columna equivalente . . . . . ... ... ... 150
6.3. Columna de inercia variable biempotrada . . . . . . . ... .. 152
6.3.1. Analisis estatico . . . . . . . .. .. ... L. 152
6.3.2. Columna equivalente . . . . . . ... ... ... .... 163

6.4. Columna de inercia variable biempotrada con posibilidad de
desplazamiento lateral relativo entre sus extremos . . . . . . . 165

6.4.1. Anélisis estatico . . . . . . . . . ... 165



INDICE GENERAL 6

6.4.2. Columna equivalente . . . . .. . ... .. ... .... 175
6.5. Columna de inercia variable empotrada en un extremo y arti-
culadaenelotro . ... .. ... .. ... ... ... ... 178
6.5.1. Caso A: Empotrada-articulada . . . . . . .. ... ... 178
6.5.1.1. Analisis estatico . . ... ... ... .. ... 178
6.5.1.2. Columna equivalente . . . . . .. .. .. ... 187
6.5.2. Caso B: Articulada-empotrada . . . . . ... ... ... 190
6.5.2.1. Analisis estatico . . . ... ... ... .... 190
6.5.2.2. Columna equivalente . . . . . ... ... ... 198
7. Columna con extremos elasticos 201
7.1. Columna de inercia variable con restricciones elasticas en los
eXEIemMOS « . . . . . . e e e e e e e e e 201
7.1.1. Caso A: Sin desplazamiento lateral relativo entre ex-
tremos (Intraslacional) . . . . . .. .. ... ... ... 202
7.1.1.1. Ecuaciones pendiente-desplazamiento. Funcio-
nes de estabilidad . . . . .. ... ... ... .. 204
7.1.2. Caso B: Con desplazamiento lateral relativo entre ex-
tremos (Traslacional) . . . . .. ... ... .. ... 208
7.1.2.1. Ecuaciones pendiente-desplazamiento. Funcio-
nes de estabilidad . . . . . ... ... ... .. 211
7.2. Caracterizacion de las restricciones elasticas en los extremos
de una barra perteneciente a un sistema estructural . . . . . . 211
7.2.1. Barra de inercia variable rodeada de barras de inercia
constante (Estructura TipoI) . .. .. .. ... .. .. 212
7.2.1.1. Estructura Tipo I-A (Intraslacional) . . . . . 212
7.2.1.2. Estructura Tipo I-B (Traslacional) . . . . .. 241
7.2.2. Sistema formado por barras de inercia variable (Es-
tructura Tipo II) . . . .. ... ... ... . ... .. 271
7.2.2.1. Estructura Tipo II-A (Intraslacional) . . . . . 271
7.2.2.2. Estructura Tipo II-B (Traslacional) . . . . . . 283
8. Metodologia de aplicacién practica 297
8.1. Proceso de calculo de pandeo en barras de inercia variable . . 298
8.2. Problemas resueltos . . . . . . . ... ... ... .. 302
9. Resultados y conclusiones 319
9.1. Resultados . . . . . . . . ... ... ... 319
9.1.1. Resultados referentes a los objetivos 1 y 3 (Capitulos
GYT) 319

9.1.2. Resultados referentes al objetivo 2 (Capitulo 8) . . . . 323



INDICE GENERAL

9.1.3. Resultados referentes al objetivo 4 (Capitulo 8)

9.2. Conclusiones



Parte 1

Revision biliografica



Capitulo 1

El pandeo por flexiéon

1.1. Concepto de equilibrio. Tipos de equilibrio

En construccién se pretende que una estructura resistente tenga un com-
portamiento estatico, es decir, que la estructura sea estable, conservando sus
caracteristicas geométricas y resistentes originales a lo largo del tiempo. En
términos generales:

“Estabilidad es una nocion fisica y/o quimica asociada a la capacidad de
un cuerpo de mantener su estado o su composicion inalterados durante un
tiempo relativamente prolongado.”

Se considera que una estructura resistente estd en equilibrio o es total-
mente estable cuando se cumplen las siguientes condiciones:

1. Existe equilibrio de todas las fuerzas que actian sobre la estructura, es
decir, la resultante entre fuerzas externas y reacciones sobre la estruc-
tura debe ser nula, cumpliéndose las leyes de la estéatica: ) Fy, . =0

y > My,.=0

2. El equilibrio de fuerzas antes mencionado debe ser estable.

Para definir el concepto de equilibrio estable se recurrird a un ejem-
plo conocido. Supongamos una esfera sobre una superficie, de manera que
podamos definir los tres casos representados en la Figura 1.1. Las fuerzas
actuantes son el peso de la esfera, P, y la reaccion en la superficie de apoyo,
R.

Caso 1 Si la esfera es sacada de su posicion inicial mediante una pertur-
bacion y luego esta cesa, se ve claramente que el peso de la esfera y
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Caso 1 Caso 2 Caso 3

Figura 1.1: Diferentes tipos de equilibrio

su reaccion genera un momento que la obliga a retornar a su posiciéon
original. En este caso decimos que el equilibrio es estable.

Caso 2 En este caso sucede al revés, se origina un momento que aleja a la
esfera de su posicion inicial, por lo que decimos que el equilibrio es
inestable.

Caso 3 Finalmente en este ultimo caso, las fuerzas no generan momento
alguno, por lo que el equilibrio es indiferente o neutro ala perturbacion,
y la esfera siempre estard en situacion de equilibrio.

Si analizamos el ejemplo desde el punto de vista de la energia potencial,
se puede hacer la siguiente interpretacion:

Caso 1 La esfera se encuentra inicialmente en un estado de minima energia
potencial, y cuando se produce una perturbacion, esta tiende a volver
a dicho estado inicial, luego el equilibrio es estable.

Caso 2 La esfera parte de un punto de maxima energia potencial antes de
la perturbacion, por lo que cuando esta se produce, tiende a alejarse
de la situacion inicial buscando un punto de minima energia, siendo el
equilibrio inestable.

Caso 3 No hay modificacion de la energia potencial de la esfera, por lo que
en cualquier posicion existe el equilibrio de manera indiferente o neutra.

Por tanto podemos concluir que el equilibrio sera estable siempre que conlleve
un estado en el que la energia potencial del sistema sea minima.
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1.2. Inestabilidad estructural. El pandeo por
flexion

Aplicando los conceptos de equilibrio comentados anteriormente a un sis-
tema estructural, podemos realizar el siguiente anéalisis:

Una estructura o elemento estructural sobre el que inciden fuerzas ex-
ternas, puede encontrarse en diferentes situaciones de equilibrio - estable,
inestable o indiferente - dependiendo del tipo y del valor de la carga en
cuestion. Segun esto, para que la estructura permanezca funcional, debe en-
contrarse en equilibrio estable; de lo contrario la méas minima perturbaciéon
de la carga haria que el sistema se alejara de su configuracion inicial, es decir,
se produciria la ruina de la estructura.

Existen varios de tipos de inestabilidad en estructuras, pero en este tra-
bajo nos centraremos en uno de los mas importantes, el pandeo por flexion,
el cual fue el primero en ser estudiado (Siglo XVIII). Este tipo de fenémeno
inestable se produce al aplicar una carga axial de compresion, de cierto valor,
a un elemento estructural lineal. Dicha carga axial puede combinarse también
con otro tipos de cargas (momentos extremos, cargas laterales...). Este suele
ser el principal problema de la mayoria de las columnas estructurales.

El caso es que al comprimir una columna, esta comenzara a deformarse
segun sus caracteristicas elasticas y plasticas, comprimiéndose gradualmente.
Pero si vamos aumentando la carga de manera progresiva, llegard un momen-
to en el que la barra sufra una pequena curvatura en su directriz. Se habra
alcanzado entonces la carga de pandeo, que marca la frontera entre el equi-
librio estable y el inestable para la columna. Una vez se haya producido la
curvatura inicial de la barra, se generaran internamente momentos flectores
debido a la excentricidad de la carga axial respecto de su directriz, lo que
provocara un incremento de la curvatura que conllevara un nuevo incremento
de los flectores; asf sucesivamente hasta que las tensiones soportadas por la
barra sean excesivas y esta se rompa.

Un caso similar ocurre cuando tomamos un bastén de caminar y nos apo-
yamos sobre él dejando caer todo el peso del cuerpo, que si es considerable,
hara que el baston se curve produciéndose el pandeo.

En los siguientes capitulos correspondientes a esta primera parte del tra-
bajo, se mostrard como histéricamente, el problema del pandeo se ha des-
compuesto en diferentes grupos para un analisis eficiente del mismo. En la
Figura 1.2 se observa un esquema general de las diferentes vertientes en el
estudio del pandeo por flexion.
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’7 PANDEC PCOR FLEXIGON —‘
Barra aislada Estructura
completa

Barra ideal ~ Barrareal
(bifurcacién equilibrio) (divergencia equilibrio}

eyl Al iy —— Farmula secante

1 R . —— Farmula Perry-Robertson

Método estatico —— Teoria Dutheil
(Euler)

Método energético
(Timoshenka)

L “ia numérica

— Fandeo inelastico
Tearia mddulo tangente

Tearia madulo doble

Figura 1.2: Fsquema para el estudio del pandeo por flexidon

En base a este esquema, y tras una revision detallada de la bibliografia
existente, se van a desarrollar a continuacion los apartados referentes a la
barra aislada, que constituiran los cimientos de este trabajo. En primer lugar
trataremos la barra aislada de inercia constante y seguidamente la de inercia
variable, la cual es el objeto de estudio del proyecto.



Capitulo 2

La barra aislada de 1nercia
constante

En la bibliografia, tradicionalmente se ha estudiado el pandeo de la barra
aislada de seccion e inercia constante, ya que siempre ha sido el principal
elemento estructural usado para trabajar a compresion. Para el estudio del
comportamiento frente a pandeo de este elemento, se suponen diversas con-
diciones de carga y de sustentacion en los extremos de la barra, de manera
que se abarquen la mayor cantidad posible de situaciones que representen las
condiciones reales de trabajo de la barra en el seno de la estructura.

Para realizar correctamente el estudio de inestabilidad en barras, es ne-
cesario separar el problema en dos vertientes, pandeo en el campo eldstico, y
pandeo en el campo pldstico.

En el primer caso se admite que cuando en la barra llega a producirse
el pandeo, el material estd trabajando aiin en la zona elastica, por lo que
aunque el material podria aguantar mayor nivel de tensiéon hasta llegar al
limite elastico, la tensiéon de pandeo serd en este caso el factor limitante.
Esto ocurre en las columnas esbeltas, cuya longitud es mucho mayor que el
radio de giro de su seccion.

En el segundo caso, antes de llegar a producirse el pandeo, el material de
la barra ya ha pasado a trabajar en la zona inelastica o pléastica, por lo que
normalmente el factor limitante aqui es el limite elastico del material. Este
es el caso caracteristico de las columnas cortas, cuya relacion entre longitud
y radio de giro es bastante menor que en el caso de columnas esbeltas. Por
tanto, estas columnas cortas no llegan a pandear, debido a que antes se ha
producido la plastificaciéon de las mismas. Sin embargo, actualmente muchas
de los elementos resistentes se disenan para trabajar en el campo plastico,
por lo que es necesario tener en cuenta como se produce el pandeo bajo estas

13
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condiciones.

2.1. Columnas esbeltas y pandeo en el campo
elastico

El estudio de las columnas esbeltas siempre se ha subdividido en dos
ramas basicas, la columna ideal v la columna real. A continuacién se expone
una detallada revision bibliografica de ambos casos de estudio.

2.1.1. La columna ideal
2.1.1.1. Definicién de columna ideal

Una columna ideal debe de cumplir las siguientes caracteristicas:

= [La carga axial a la que estd sometida es centrada, es decir, no existe
excentricidad de la carga respecto de la directriz de la barra.

= La barra es perfectamente recta, sin ninguna curvatura inicial por im-
perfecciones de fabricacion.

= El material de la barra es is6tropo y homogéneo.

» No existen tensiones residuales en la barra debidas a su fabricacion.

Estos requisitos son imposibles de cumplir por cualquier columna real.
No obstante, es conveniente tratar en primer lugar el pandeo en elementos
ideales, para posteriormente, una vez conocidas las caracteristicas basicas del
fenémeno, se pueda dar un paso mas y abordar el problema de la columna
real.

También, a partir de ahora realizaremos la siguiente diferenciacion. Cuan-
do hablemos de columna ideal, hablaremos de carga de pandeo o carga de
Fuler (como veremos mas adelante), y a la columna real le serd asociado el
término de carga critica. De esta manera nos adaptamos al convenio usado
por la mayoria de autores.

2.1.1.2. Teoria de la bifurcacién del equilibrio

La columna ideal es estudiada en base a la teoria de la bifurcacion del
equilibrio, la cual dice que cuando en una barra ideal sometida a una carga
axial de compresion, dicha carga aumenta, en principio la barra sufre defor-
maciones por compresion en la direccion de la fuerza aplicada (deformaciones
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lineales), encontrandose el sistema en equilibrio estable; pero cuando se llega
a un cierto valor de la carga axial (carga de pandeo), la barra comienza a
sufrir deformaciones en diferente direccion a la de la fuerza aplicada (defor-
maciones no lineales), entrando en una zona de equilibrio inestable. Estas
deformaciones no lineales conllevan que la barra se vaya curvando, generan-
dose momentos flectores que a su vez incrementaran la curvatura y viceversa,
hasta producirse la rotura de la barra.

PA
— Funto bifurcacidn

Equilibria -

inestahle BN

EqUi“b"i':'F. / Deformaciones

neutro E nao lineales

Equilibrio

estable Deformaciones

lineales :

A
=

Figura 2.1: Bifurcacion del equilibrio

El punto de transicion entre el estado pre-pandeo (equilibrio estable) y
post-pandeo (equilibrio inestable) recibe el nombre de punto de bifurcacion
del equilibrio, y en él, el sistema se encuentra momentdneamente en una
situacion de equilibrio indiferente o neutro. En la Figura 2.1 se muestra una
grafica carga-desplazamiento en la que se observa la evoluciéon del sistema.

2.1.1.3. Meétodos analiticos y numéricos en el estudio del pandeo

El pandeo es un fendémeno fisico, y como tal, suele ser estudiado usando
como herramienta un modelo matemaético, cuya resoluciéon puede abordarse
por procedimientos analiticos o numéricos.

Métodos analiticos Se basan en la resolucion analitica de las ecuaciones
de equilibrio de la barra. Tienen el inconveniente de la complejidad matemati-
ca que supone resolver dichas ecuaciones bajo ciertas ligaduras o condiciones
de contorno. Esta dificultad deriva de que al estudiar las barras en configura-
cion deformada (analisis de segundo orden), las condiciones de equilibrio son
ecuaciones diferenciales, de resolucion mas compleja que las simples ecuacio-
nes algebraicas que surgen del analisis de primer orden. No obstante, existen
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dos grandes ventajas al usar la via analitica de estudio. La primera es que
representa el inico camino para obtener soluciones cualitativas y generales en
funcién de los parametros que intervienen, y el segundo es que al considerarse
la barra como un elemento tinico y continuo, los resultados obtenidos permi-
ten tener una vision global del fendémeno de pandeo, la cual bien interpretada
hace que podamos entender la esencia del comportamiento inestable de un
elemento estructural. Esto permite comparar y predecir como se comportaran
frente a pandeo otros elementos con diferentes condiciones.

Los métodos analiticos bésicos son el método estdtico y el método ener-
gético, el resto son derivados de ambos.

Métodos numéricos Consisten en la resolucién numérica de las ecuacio-
nes de equilibrio. Se basan en la discretizacién de la barra en nodos o rebana-
das de manera que se puedan aplicar métodos de calculo variacional como ele-
mentos finitos, diferencias finitas, Rayleigh-Ritz, Galerkin, Newmark... Estos
métodos son hoy dia los mas usados por su potencia para resolver problemas
de ingenieria complejos, pero tienen el inconveniente de que s6lo proporcio-
nan soluciones puntuales y cuantitativas.

En este trabajo se pretende entender y profundizar en las caracteristi-
cas y esencia del fenémeno de pandeo. Por tanto, el método elegido serd
exclusivamente el analitico, aprovechando las nuevas herramientas de célcu-
lo simbélico computacional, que han servido de gran ayuda para conseguir
nuestro objetivo.

Se analizardn a continuacion los métodos estatico y energético, amplia-
mente descritos en la bibliografia.

2.1.1.4. El método estatico

Este método fue empleado por primera vez en 1744 por el matematico
suizo Leonhard Euler [14], quien estudi6 la carga de pandeo de una barra
ideal aislada de inercia constante, sometida a carga axial y con diferentes
condiciones de sustentacién en sus extremos. Este método se basa en el plan-
teamiento de las ecuaciones de equilibrio estatico de fuerzas y momentos
internos y externos a la barra, y en la resolucion de las ecuaciones diferen-
ciales resultantes, de las que finalmente se obtiene la carga de pandeo. El
razonamiento empleado supone que en el momento de alcanzarse la carga de
pandeo, aparecerd una pequena curvatura en la directriz de la barra, pro-
duciéndose una solicitacion externa (momento generado por la carga axial,
debido a la excentricidad por la curvatura de la barra), que si supera a la
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Figura 2.2: Barra biarticulada

reaccion mdzima interna (momento interno maximo que puede soportar la
barra en funcion de su geometria y caracteristicas del material), la columna
no podré soportar la tension y se producira el pandeo. Por tanto la condicién
para obtener la carga de pandeo se obtiene de igualar la solicitacion externa
a la reaccion interna.

A continuacién se aplicard el método de Euler para el célculo de la carga
de pandeo de una barra ideal aislada de longitud L, inercia constante I, y
modulo de elasticidad E, sometida a una carga axial de compresion P en sus
extremos. La barra se supondra biarticulada en sus extremos (primer caso
de Euler)! y no se considerara su peso propio. Se muestra el esquema del
problema a estudiar en la Figura 2.2.

En primer lugar se establece la condicion de equilibrio de fuerzas y mo-
mentos internos y externos a la barra:

Momento externo: M, (z) = P - v(x)
Momento interno: M, (z) = —EI - ®(x)

'En la referencia [8] se muestra el desarrollo de los demés casos de Euler, en los que se
obtiene la carga de pandeo para diferentes condiciones de sustentacién en los extremos de
la barra.
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Donde v(x) es la flecha de la barra (desplazamiento de la directriz en cada
punto respecto de la posicion inicial), y ®(x) es la curvatura de la barra en
cada punto, cuya expresion matematica es:

v (x
O(x) = (z) —YD (2.1)
[1 + (v'(x)) }

Igualando el momento externo y el interno llegamos a la siguiente ecuaciéon

de equilibrio?:

"
pr— @ + Po(z) =0 (2.2)
2713/2
[1+ (v'(2))7]
Introduciendo el parametro:
P
k= — 2.3
fohi (2.3)
La ecuacion (2.2) puede escribirse también:
U”(.ﬁ)
575 + Kv(z) =0 (2.4)

1+ (v'(2))]

Esta es una ecuacion diferencial no lineal, de segundo orden, cuya reso-
lucién es bastante compleja.?

No obstante, es posible simplificar esta ecuaciéon. Para ello supondremos
que la curvatura, al ser pequena en el momento en el que se inicia el pandeo,
puede aproximarse de la siguiente forma:

v (x
O(x) = () ~ v () (2.5)
213/2
[1+ (v(z))7]

Con esta nueva consideracion, la ecuacion 2.4 pasa a ser:

V' (x) + k*v(z) =0 (2.6)

Y esta es una ecuacion diferencial lineal, de segundo orden, cuya solucion
general es conocida:

2En la referencia |8] puede verse el anélisis de este mismo problema pero considerando
una ecuacion de equilibrio para un elemento diferencial de columna, lo que lleva a una
ecuacion diferencial de cuarto orden, que presenta una serie de ventajas e inconvenientes
los cuales se discuten en dicho texto.

3Esta ecuacién requiere un tratamiento especial, y su resolucién pasa por el cilculo de
integrales elipticas. En las referencias [8] y [30] se analiza detalladamente este problema.
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v(x) = Asinkx + B cos kx (2.7)

Y sus derivadas:
v'(x) = Ak cos kx — Bk sin kx (2.8)
V' () = —Ak*sin kz — Bk* coskx (2.9)

Para conocer las constantes A y B se deben aplicar las condiciones de
contorno de la barra, que en este caso son:

v(0) =0 (2.10)
(L) =0 (2.11)
v"(0) =0 (2.12)
V(L) =0 (2.13)

De aplicar la primera condicion tenemos que B = 0, y aplicando la se-
gunda se llega a:

AsinkL =0 (2.14)

Y teniendo en cuenta que A no puede ser nula para que exista v(z), en-
tonces:

sinkL =0= kL =nnr (2.15)
n=1,23,..
Por tanto:
2.2 22
nm 5 MN°T P nir
_ o — - = 2.1
k 7 =k Tz~ B Iz (2.16)

Si despejamos P, obtenemos la expresion general para la carga de pandeo:

n?m?El
P, = 72

(2.17)
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Figura 2.3: Deformada de la barra biarticulada

Para cada valor de n obtenemos la carga de pandeo tebrica correspon-
diente a los diferentes modos de pandeo. No obstante, para n = 1 ya se habra
producido el pandeo, por lo que nunca se darén los casos en los que n > 1.
Segun esto, la carga de pandeo, o también conocida como carga de Euler
para la barra biarticulada, resulta ser:

2
T ET
P,=PFPg = I (2.18)
Por otra parte, la ecuaciéon de la deformada de la barra es:

v(x) = Asin % (2.19)

Deformada de tipo senoidal de la que se desconoce la amplitud A (Figura
2.3). La indeterminacion de dicha amplitud es debida a que los calculos reali-
zados se han basado en la simplificacion de la expresion de la curvatura (2.5).
No obstante, conocer la expresion de la amplitud no es de suma importan-
cia, ya que para valores de carga superiores a la de Euler, la barra aumenta
progresivamente su amplitud hasta que esta se hace infinita y se produce la
rotura. La flecha maxima se produce en x = L/2, siendo su valor v, = A,
por lo que permanece indeterminada.

Las derivadas de la flecha son:

V'(x) = A% cos W—; (2.20)
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2

V(z) = —A (%) sin W—LI (2.21)

En cuanto al momento en la barra, este responde a la siguiente expresion:
2

M(z) = —EIV"(z) = EI - A (%) sin % (2.22)

El momento méximo se producira también en x = L/2, y su valor sera
Mpsx = ET-0"(L/2) = EI - A(m/L)?, quedando también indeterminado por
la constante A.

De la misma manera que se ha analizado la barra biarticulada, se pueden
ver en la referencia |8] los distintos casos de Euler para diferentes condiciones
de sustentacion en los extremos. Después de analizar los resultados para
la carga de pandeo en los demas casos de Euler, se puede concluir que la
expresion general de dicha carga es:

2 2
P, = gzjif == LE;I (2.23)
k

Siendo Lj un parametro denominado longitud de pandeo de la barra, que
se define como el producto de la longitud real de la barra, L, por un factor
llamado coeficiente de esbeltez, 3, que depende de las condiciones de susten-
tacion en sus extremos. Asi pues, § = 1 para el caso de la barra biarticulada,
resultando que la longitud de pandeo, L, es igual a la propia longitud de la
barra, L. En la Figura 2.4 se muestran los coeficientes de esbeltez para los
cinco casos de Euler.

Segin estas consideraciones, se puede concluir que la carga de pandeo
de una barra de longitud L e inercia I, con un coeficiente de esbeltez 3, es
equivalente a la carga de pandeo de una barra biarticulada (5 = 1), con la
misma inercia que la anterior y con una longitud Ly = 3 - L.

Por otra parte, a partir de la representacion grafica de la deformada de la
barra, v(x), se deduce que la longitud de pandeo, Ly, puede definirse también
como la distancia entre dos puntos de inflexion consecutivos de dicha curva.

Los puntos de inflexién de v(z) son aquellos en los que v”(z) = 0. Veamos
por este procedimiento la longitud de pandeo para la barra biarticulada:

v(x) =0 (2.24)
A (%)2 sin 7—; ~0 (2.25)



CAPITULO 2. LA BARRA AISLADA DE INERCIA CONSTANTE 22

ol ey
E | | | i
S I I I I I
AR AR

I I I I I
o Y]

A o
p 1 2 0.5 0.7 1

Figura 2.4: Coeficientes 8 para los cinco casos de Euler

n e
in — — - = 2.2
sin — 0= 7 =T (2.26)

n=1,2,3,..
De donde se obtiene la abscisa general para un punto de inflexién:

r=nL (2.27)

La distancia entre puntos de inflexiéon en este caso es constante y es jus-
tamente igual al incremento de z entre n y n + 1:

Arx=(n+1)L—nL=L=1L (2.28)

Se observa de nuevo que la longitud de pandeo, expresada como distancia
entre puntos de inflexion, coincide con la propia longitud de la barra.

Por otro lado, si trabajamos un poco con la férmula de la carga de pandeo,
podemos expresarla en términos de tension de pandeo sin mas que dividir por
el area de la seccion de la barra, A:

Tl El

Ly

2 El
AL%

P
#%:f: (2.29)
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Teniendo en cuenta que el radio de giro de la seccién de la barra se define
como:

1
=/ — 2.
i y (2.30)

Operando en la ecuacion 2.29, se llega a:

B mEl B T2 E A B mE B mE 531
TALZ T Az T g T e (2.31)

i i2

Op

Ahora introduciremos un nuevo parametro llamado esbeltez mecdnica de
la columna, definida como:

g

A (2.32)

Y escribiendo la tension de pandeo en funcién de este nuevo término, se
obtiene:

mlE
22
Esta expresion es matematicamente la ecuacion de una hipérbola, y por
ello se conoce a la funcion o,(\) como hipérbola de Euler (Figura 2.5).

(2.33)

Up:
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Se puede apreciar como cuanto mayor sea la esbeltez mecanica, menor
serd la carga de pandeo, es decir, el pandeo se producira con mayor facilidad
en columnas muy esbeltas.

Conviene también resaltar un punto significativo en dicha grafica, cuyas
coordenadas son (0, = 0., A = Ag). En este punto, la esbeltez mecanica
toma un valor tal que la tensiéon de pandeo, o,, alcanza justamente el valor
del limite elastico del material, o.. Es por tanto el punto en el que el pandeo
pasa de producirse en el domino eldstico, donde es valida la hipérbola de
Euler, a tener lugar en el dominio inelastico o plastico, donde la féormula de
Euler deja de tener validez y el pandeo es estudiado mediante otras teorias
que mas adelante se veran®. La esbeltez mecanica en dicho punto es llamada
esbeltez de Euler, A\g, ya que es la minima esbeltez que debe tener una
columna para que su pandeo se produzca en el campo elastico y sea valida
por tanto la teoria de Euler.

Como se esbozd anteriormente, las columnas cuya seccion se plastifica
antes de alcanzarse la tension de pandeo (A < Ag) son las llamadas colum-
nas cortas, mientras que las columnas que pandean antes de la plastificacion
(A > Ag) se denominan columnas esbeltas.

Concluye aqui esta breve exposicion sobre el método estitico de Euler.

2.1.1.5. El método energético

En 1961, el ingeniero ruso Stephen P. Timoshenko [30], propuso una nue-
va via de estudio del pandeo de columnas ideales basado en el principio de
conservacion de la energia:

“En un sistema conservativo en equilibrio, la energia de deformacion al-
macenada en el sistema es iqual al trabajo realizado por las fuerzas externas.”

Segtn este principio, el problema se reduce al establecimiento de un ba-
lance energético en la columna. Para ello simplificaremos el problema con-
siderando que la barra es inextensible o que cuando ocurre el pandeo ya se
han producido los acortamientos por compresion, por lo que toda la energia
de deformacién a la que esta sometida la barra contribuira al fenémeno de
pandeo. El esquema del problema a estudiar se muestra en la Figura 2.6, don-
de se observa a modo de ejemplo la barra biarticulada de inercia constante
estudiada por Euler.

4Ver seccion 2.2., donde se muestran las teorias del médulo tangente y del médulo doble
sobre el pandeo en el campo plastico.
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Figura 2.6: Barra biarticulada

Cuando la columna es sometida a una carga axial, P, en ambos extremos,
si se supera el valor de la carga de pandeo, la barra se curva tomando una
flecha, v(x), y acercandose los extremos de la barra una distancia relativa A,
la cual se puede aproximar a la siguiente expresion:

1 g / 2
A~ — | V(z)"-do (2.34)
2 Jo

Para establecer el balance de energia es necesario conocer tanto el trabajo
interno como el externo a la barra:

Trabajo externo: W,y = P - A = gfoL V'(2)% - dr

L M(x)?
0 2EI ~d

Trabajo interno: Wi, =

El momento flector, M (z), elegido para hallar el trabajo interno, puede
ser el momento interno o el externo a la barra, ya que como se vi6 en el
planteamiento de Euler, en el momento del pandeo ambos deben ser iguales.
Para comprobar la veracidad de esta cuestion, se resolvera el problema usan-
do ambos momentos y finalmente se compararan los resultados.

Conocidos los trabajos externo e interno, el balance de energia requiere
que ambos sean iguales para que exista equilibrio:
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!/ 2 ( )2
! . . 2.
/ v'(z)” - dx i o dx (2.35)

Utilizando el momento externo, M., = P - v(x), la ecuacion anterior
queda:

R (2.36)

Despejando P obtenemos la carga de pandeo usando el momento externo:

L
peet =y Jo V@) dr (2.37)
P fOL v(z)? - dx
Si usamos el momento interno, M;,, = —ET - v"(z), se obtiene:
L " (Bl ()"
— ~dxr = - .d 2.38
R R (2.35)
Por lo que la carga de pandeo usando el momento interno es:
' L i N2 d
pint = B - Jo V(@) - dr (2.39)

fOL v'(z)? - dx

A la vista de los resultados se observa que es necesario conocer la ecua-
cion de la deformada, v(x), para obtener la carga de pandeo. Este es uno de
los inconvenientes del método energético. No obstante, el problema se puede
solucionar eligiendo una ecuaciéon arbitraria para la flecha que cumpla las
condiciones de contorno correspondientes, y aunque no permite obtener va-
lores exactos de la carga de pandeo, si que son bastante aproximados.

Como ejemplo se resolvera el primer caso de Euler (barra biarticulada), y
se compararan los resultados obtenidos por Euler y Timoshenko (Figura 2.6).

En primer lugar debemos elegir una ecuacion de la deformada que cumpla
las condiciones de contorno de la barra biarticulada:

v(0) =0 (2.40)
o(L) =0 (2.41)

v"(0) =0 (2.42)
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V(L) =0 (2.43)

Lo mas sencillo es usar una deformada polinémica que se ajuste al menos
a las dos primeras condiciones, por ejemplo:

v(z) = 2% — Lz (2.44)

Cuyas derivadas primera y segunda son:

V'(x) =22 — L (2.45)

v (z) =2 (2.46)

Se puede apreciar como la derivada primera cumple la condicion de si-
metria con flecha méaxima en L/2, pero la derivada segunda no cumple las
condiciones de inflexion (momento nulo) en los extremos, propias de una
articulacion ((2.42) y (2.43)). No obstante, si v(x) cumple sus respectivas
condiciones, la carga de pandeo obtenida es muy proxima a la exacta. Vea-
mos que resultados obtenemos aplicando las formulas (2.37) y (2.39):

L L
Pt = BI - —fOLvl(CE)Q de_ oy S Qe L)-dz

7 (2.47)
Jo v(x)? - da Jy (@? — Lx)? - da
Resolviendo las integrales:
10E1
ext __
Py = 72 (2.48)
Por otra parte, aplicando la otra expresion:
' L i N2 d L 22 .
P;”t:EszEl- Lfo ’ (2.49)
Jo v'(x)? - dx Jo 2z — L)% dx
Resolviendo:
, 12E1
int
P = I (2.50)

Vemos que aunque ambos resultados deberian ser iguales, P]fmt = P]f"t,
estos difieren en pequena medida. Esto se debe a que la ecuacion de la defor-
mada, v(z), que hemos elegido, no corresponde con la deformada exacta. Se
puede comprobar como tomando la verdadera deformada obtenida por Eu-
ler, v(x) = Asin 7, obtenemos la carga de pandeo exacta o carga de Euler,
coincidiendo las dos expresiones:
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Tl Bl
12
Si comparamos los resultados obtenidos usando la deformada aproximada
con la carga de Euler, podemos evaluar el error cometido:

P = Pt = Py = (2.51)

10ET T’ El
ext __ _
Pt == Py =~ (2.52)
| 72 — 10 |
Eeat( %) = ———— 100 = 1,32% (2.53)
m

Y el error con la otra expresion es:

i 12EI w?El
int __ —
Bt =" Pe=p (2.54)
| 72 —12 |
™

Se puede ver como el error cometido usando el momento externo es insig-
nificante, mientras que si usamos el momento interno el error es superior al
20 %. Esto se debe a que en la expresion del momento interno, interviene la
funcion v”(x), cuya expresion se aleja bastante de la real por no cumplir las
condiciones de contorno. Por tanto, siempre que se suponga una ecuaciéon de
la deformada, v(x), diferente de la exacta, la carga de pandeo debera calcu-
larse usando el momento externo, ya que su expresion es més propicia para
no cometer un error excesivo.

También cabe decir que el método energético, siempre que se use una v(x)
aproximada, tiene la desventaja de predecir valores de la carga de pandeo su-
periores a la carga exacta de Fuler. Por tanto, debemos tener en cuenta que
nos quedamos del lado de la inseguridad. Sin embargo, por medio de itera-
ciones podemos llegar a conseguir una expresion de la deformada que haga
que los momentos interno y externo sean casi iguales, por lo que tendremos
una v(z) bastante precisa, que permitira obtener una carga de pandeo casi
exacta.

Un inconveniente més de este método, es que al no conocer la deformada
exacta de la barra, se pierde la oportunidad de conocer la distancia entre
puntos de inflexién y por tanto la longitud de pandeo, L, aunque en este
caso también podemos obtenerla a partir de la expresion de la carga de
pandeo.



CAPITULO 2. LA BARRA AISLADA DE INERCIA CONSTANTE 29

Obviando estos inconvenientes, el método energético se presenta como una
via potente y mas facil en su resolucion que el método estatico, permitien-
do calcular cargas de pandeo con muy variadas solicitaciones y condiciones
de contorno, obteniéndose resultados bastante buenos, aunque siempre nos
quede el desconocimiento de la forma exacta de la flecha.

2.1.1.6. La viga-columna. Acoplamiento entre flexién y compre-
si6n

Hasta ahora, inicamente hemos analizado el caso de una barra sometida
a una carga axial de compresion. En este apartado estudiaremos el pandeo
de una barra sobre la que, ademas de la carga axial, actiian otras cargas que
generan momentos flectores, los cuales interactian con dicha carga axial,
variando el comportamiento frente a pandeo de la barra.

Podemos por tanto hacer ya una nueva diferenciacion. Llamaremos colum-
na a la barra sobre la que tinicamente acttian cargas axiales de compresion,
y llamaremos viga-columna a la barra sometida a cargas axiales y ademas a
momentos flectores (flexion-compresion).

A continuacién se analizan, aplicando el método estatico, algunos casos
de interés referentes a la barra biarticulada, aunque podriamos estudiar otros
casos diferentes de sustentacion de la barra aplicando la misma filosofia de
analisis.

A) Viga-columna sometida a carga axial en ambos extremos y carga
lateral uniformemente repartida

Comenzaremos estudiando una viga-columna de inercia constante, I, y
longitud, L, biarticulada, sometida a una carga axial, P, y a una carga late-
ral, ¢, uniformemente repartida a lo largo de su directriz (Figura 2.7).

Los momentos interno y externo a la barra son:

Momento externo: Mey(z) = P-v(x) —q- %5 +qL- 3
Momento interno: M;,,.(z) = —EI -v"(x)

Igualando ambos momentos se llega a la siguiente condicion de equilibrio:

2

EIV(z) + Pv(z) — q% + ng =0 (2.56)

Introduciendo el parametro:
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Figura 2.7: Viga-columna con carga lateral uniformemente repartida

= —— 2.
Foli (2.57)
La ecuacion (2.56) queda:
V' (x) + K*v(z) — L g2y ﬂx =0 (2.58)
2FE1 2E1

Esta es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden, no homogénea
y de coeficientes constantes, cuya solucion general es:

q [k*x(x — L) — 2]

v(x) = Asinkx + B coskx + SETiA (2.59)
Sus respectivas derivadas son:
/ _ . : Q(2$ B L)
v'(z) = Ak coskx — Bksinkx + B (2.60)
v'(x) = —Ak® sin kx — BE® cos kx + 1 (2.61)

EIk?

Para conocer los valores de las constantes A y B, se deben aplicar las
condiciones de contorno:

v(0) = 0 (2.62)
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v(L) =0 (2.63)
v"(0) =0 (2.64)
V(L) =0 (2.65)

En este caso las dos tltimas condiciones son redundantes. De aplicar las
dos primeras se obtiene que:

B=—1_ (2.66)

tan — (2.67)

Con lo que la ecuacion de la deformada finalmente queda:

a[Fa(e — L) - 2]

q kL q
v(x) = i tan—smkm—i— i cos kx + SETR (2.68)
Y sus derivadas:
q k:L q(2z — L)
V(z) = Ty tan - cos kx — Elk3 sin kz + SRR (2.69)
V' (z) = E?kQ tan — sin kx — E?ka cos kx + E?k’z (2.70)

Para ver el efecto de la 1nteracci(’)n entre P y ¢, debemos comparar la
ecuacion de la deformada cuando ambas estan presentes (2.68), con la corres-
pondiente a la deformada generada tnicamente por la carga q.

Si so6lo actua la carga lateral, ¢, la ecuacion de la flecha para la barra es
la que se obtiene del analisis de primer orden, descrito en cualquier libro de
resistencia de materiales:

qr 3 9 3
N Lo =2k 2.71
Si dividimos ambas deformadas se obtiene la siguiente relacion:
K2z (z—L)—
U(«T) - Elk4 tan 7 sin kx + EIk:4 cos kx + % B
y(@) iz (L3 — 2La? 4 x3)
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SELIEIEEE

[t [
R=gL/2 R=qL/2

[ "]

v =Dy

i I
R=qL/2 R=qL/2

Figura 2.8: Amplificacion de la flecha

~ 12(2tan EL sin ka 4 2 cos kx + k*x(z — L) — 2) (2.72)
B kiz(L3 — 2La? + x3) ‘
Segiin esto, se puede asumir que la flecha producida por P y ¢, es igual a
la producida tinicamente por ¢, multiplicada por el parametro ®¢(x), el cual
es conocido como coeficiente de amplificacion de la flecha:

v(z) = ®(x) - (o) (2.73)

Por tanto, si tenemos inicialmente una barra sometida a una carga la-
teral, ¢, su deformada serd justamente y(x). Sin embargo, si a continuacion
anadimos una carga axial, P, la deformada inicial aumenta, transformandose
en v(x) (Figura 2.8).

Calculo de la flecha maxima, v,

En los extremos de la barra no existe amplificacion, siendo v(0) = y(0) =
v(L) = y(L) = 0. La amplificacién va aumentando conforme nos alejamos de
los extremos y esta se hace méxima en x = L/2, llegandose a los siguientes
valores:

L 5qL*
g (E) = 2.74
Ymioe = Y (2) 384E1 (2.74)

L 48 (8sec Bt — k212 — 8
<I>f,maix = (I)f (—) = ( 5 ) (275)

2 Sk4LA
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B LY |48 (8 sec %L — k?L? — 8) 5qL* B
Pmix = U5 ) = 5kALA 384ET

_ 4 (8 sec % — k2L? — 8) (2.76)
SEITk* '

Podemos trabajar un poco con la expresion de ®,4¢ (2.75), para obtener
una expresion mas practica y sencilla. Si desarrollamos la secante en serie de
potencias:

kL 1 /kL\? 5 (kL\' 61 [(kL\°
M 22 Z (2= (= 9.
T +2<2)+24(2)+720<2>+ (2.77)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (2.75) y operando, se llega a:

EL\? EL\*
D s omix = 1 + 0,4067 <7) +0,1649 (7) NEN (2.78)

También es conveniente poner el pardmetro, k, en funciéon de la carga de
pandeo, P,, para tener un punto de referencia respecto al cual amuenta o
disminuye la carga axial, P. Segtn esto:

P
k=14/— 2.
i (2.79)

Si se alcanza el valor de la carga de pandeo, tenemos que:

(2.80)

P P -
EI Bl m™

k= - B 2.81

k, P L L\ P (281)

Sustituyendo esta nueva expresion de k en la ecuacion (2.76), se obtiene:

P P\?
D g =1+ 1,003 =) +0,1004 ( — | +--- 2.82
e () o () e

p
Si despreciamos los decimales tenemos que:
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P P\?
Do~ 14+ [ — ) 4 9.
f,méx +(P)+(P) + (83)

p p

Y esta es una serie geométrica de razon r = P/P,, la cual es convergente
y se puede sumar siempre que r < 1, es decir que la carga P no supere
a la carga de pandeo, P,, o de lo contrario la serie diverge hacia infinito.
Esto supone que la flecha se amplifica hasta el infinito, demostrandose que
si P > P,, ya tiene lugar el pandeo. Por tanto, sumando la serie, finalmente
obtenemos una expresion facil y sencilla para el coeficiente de amplificacion
de la flecha mdxrima:

1
Dfmax ¥ ——F— (2.84)
- (%)
Y podemos escribir:
1 5qL*
Uméx = q)f,méx *Ymisx = | (ﬂ) 3R4ET (285)
PP

Si analizamos el valor de la amplificaciéon cuando la carga P varia, se
puede observar como cuando P = 0, no existe amplificacion de la flecha. A
medida que P aumenta, se incrementa la amplificacion hasta alcanzarse el
valor de la carga de pandeo (P = P,), situacion en la cual la flecha se hace
infinita asintoticamente. En este caso, a diferencia del caso en el que no actia

P

Deformada
columna ideal

Fp
Deformada
viga-columna
icleal
(v=dry)
o
{—=

Figura 2.9: Deformacidn de la viga-columna ideal

carga lateral, ¢, la bifurcacion del equilibrio no se produce de manera brusca
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sino que desde P > 0, comienzan a producirse deformaciones adicionales
que amplifican a las deformaciones producidas por ¢ (Figura 2.9). Esto en
principio no parece logico, ya que como se vio anteriormente, la teoria de la
bifurcacién del equilibrio dice que una carga axial, P, actuando sobre una
barra ideal, s6lo comenzard a producir deformaciones cuando se alcance la
carga de pandeo. Por tanto, cabria esperar que si P atn no ha llegado al
valor de la carga de pandeo, P,, no deberia producirse amplificacién de la
flecha.

La respuesta a esta cuestion es que en este caso, al existir una flecha
inicial, y(z), cuando es aplicada la carga axial, la barra ya no cumple uno
de los requisitos de columna ideal: directriz perfectamente recta, sin ninguna
curvatura inicial. Es decir, aunque la columna es ideal originalmente, al ser
sometida a la carga lateral, ¢, adquiere una flecha inicial que impide que en
este caso la teoria de la bifurcacion del equilibrio pueda ser utilizada.

Cuando estudiemos la columna real, veremos que cuando existe una cur-
vatura inicial de la barra, esta se rige por la feoria de la divergencia del
equilibrio®.

Amplificacién del momento y calculo del momento maximo, M,

Al igual que es interesante conocer la flecha méaxima y su amplificacion
correspondiente, es conveniente conocer el momento maximo que se produce
en la viga-columna, el cual de se vera afectado también de su correspondiente
amplificacion.

La expresion general del momento en la barra es:

M(z) = —EIv"(x) (2.86)
Y la derivada segunda de la flecha, como se vio anteriormente es:
q kL . q ‘ q
V' (z) = T tan7bmk:x ~ T o8 kx + i (2.87)
Por lo que tenemos:
kL
M(z) = %tanTSinkx—l— %COS kx — % (2.88)

Por otra parte, el momento generado tnicamente por la carga lateral, ¢,
es:

M,(z) = —Ely"(x) (2.89)

5Ver seccién 2.1.2., en la que se trata la columna real y la divergencia del equilibrio.
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Y como:
M) = L (n —
y'(z) = 2EI$($ L) (2.90)
Se obtiene:
M, (2) = g:p(L —z) (2.91)

Dividiendo el momento total entre el momento producido tinicamente por
q, obtenemos el coeficiente de amplificacion del momento:

kL
®,,(z) = M(x) _ %tan;smka:jtk%coskx_l% _

M,(z) se(L —x)

2 [tan % sin kx + cos kx — 1]

= 2.92
k2x(L — x) (2.92)

Cumpliéndose por tanto la relacion:
M(z) = Bp(2) - My () (2.93)

Por otra parte, el momento maximo, al igual que la flecha méaxima, se
produce en x = L/2, y por tanto:

L qL?
My,méx = My <§) = ? (294)
L 8(sec Bk — 1)
CI)m,méux = (I)m (5) = k2—2L2 (295)
L 8(sec 2 — 1) | ¢qL*>  q(sects —1)
Mpsx = M (5) = [ 212 arai o2 (2.96)

De nuevo, mediante el desarrollo en serie de la secante, podemos sim-
plificar el problema obteniendo una expresion més sencilla del coeficiente de
amplificacion del momento mdximo, de tal manera que finalmente se obtiene:

1 qL?

NOIE

Mmé,x = CDm,méx : My,méx = (297)
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B) Viga-columna sometida a carga axial en ambos extremos y carga
lateral concentrada

Este caso es muy similar al anterior, con la pequena particularidad de
que tenemos un punto de discontinuidad donde estd concentrada la carga
lateral, (). Las caracteristicas de la barra se consideraran semejantes a las
del apartado A). El esquema del problema se muestra en la Figura 2.10.

; I
R1=Q(L-a)/L Rz=Qall

T

Mint = ~EIV"
R1=Q(L-a)L

=

Te1

Mint = -El v
Rz=0all

Figura 2.10: Viga-columna con carga lateral concentrada
Los momentos interno y externo a la barra son:

Momento externo:

Meyi(x) =P -vi(z) + @ cx, [0<xz<qd] (2.98)
Meyio(z) = P - vo(x) + % (L—2), [a<z<IL] (2.99)

Momento interno:

Mipiq(x) = —EI -0 (z), [0<z<d (2.100)
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Mipra(x) = —EI-vy(z), [a <z <]

(2.101)

Igualando momentos se llega a las siguientes condiciones de equilibrio:

Q(L —a)

EIvi(z) + P - v (z) + 7

r=0, [0<z<a]

EIvy(z) +P-v2(x)+%([/—x) =0, [a<zx<I]

Introduciendo el parametro:

P
k= —
ET
Las ecuaciones de equilibrio se pueden escribir:
I —
o (x) + ko (z) + %x =0, [0<z<q]

Qa
LEIT
Las soluciones generales son:

vy (x) + k*vy(z) + (L—2)=0, [a<z<]I]

Q(L — a)

vi(z) = Ay sinkx + By coskx — TR o 0 <z <d
vo(z) = Agsinkx + By cos kx — &(L —1z), [a<x<I]
LETE? ’ -

Y sus respectivas derivadas:

. Q(L —a)

4 = A —_— B e —— <
vy () 1k cos kx 1k sin kz TR 0 <z <ad]
vh () :Agkcosk;x—Bﬂfsink:x%—ﬂ [a <z <L
2 LEIkK? -

v (x) = —Aik*sinkx — Bik* coskz, [0 <z <]

vy (x) = —Agk?sinkx — Bok® coskr, [a <x < L]

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)
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Para conocer las constantes de integracion aplicamos las condiciones de

contorno:

Ul(()) =0

ve(L) =0

Y las condiciones de continuidad:

Segun esto, las constantes son:

A — Qsin[k(L — a)]
Y U EIR3sin kL

Bl - O
Q@ sin ka
ETk3 tan kL

Q@ sin ka
By = ——
7 EIK®

Ay =

Con lo que las ecuaciones de la deformada finalmente quedan:

Qsin[k(L-a)] ., QL —a)
u®) = p ks ST Tppe v 0sesd
@sinka | @ sin ka
v2(%) =~ pran kL S+ Tppg coska—
Qa
“Ipre b, laswsl]

Y sus derivadas:

Qsin[k(L — a)]

/

- A )

n) = “praanin R TEme 0 0

(2.113)

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)



CAPITULO 2. LA BARRA AISLADA DE INERCIA CONSTANTE 40

Q@ sin ka Qsinka
’Ué(l‘) = —m coskx — EIk2 sin kx+
+%?k2, o<z <) (2.124)
ink(L —
vi(z) = _erll[k s(in k:La)] sinkz, [0<z<d] (2.125)
ink in k
vy (z) = % sin kx — % coskr, [a<x<L] (2.126)

Calculo de los coeficientes de amplificacion de la flecha, ®;(z) y del
momento, ¢,,(x)

Para hallar la amplificacion de la flecha, en primer lugar debemos conocer
la deformada y(x), generada tinicamente por la carga lateral, @), la cual se
deduce del analisis de primer orden:

nw) = B pr(r )~ (Lo~ (L -aPl Do<d @120)
Yo () = M[zL(L— a)—(L—a)>—(L—2)%, Ja<z<L] (2.128)

6FIL
A partir de aqui calculamos el coeficiente de amplificacion de la flecha:

Qsin[k(L—a) Q(L—a)

_ ) Sty sin ke — S _
@ﬁl( ) o T Q(L-a)z 2 21
yi(z) LWL —2) — (L —a)? — (L — 2)?]
6 [LW sinkr — k(L —a)x
= . o<z <d (2.129)
k3(a — L)(a? — 2aL + 2?)x -
Do) = vy(z) — ke gin kg + I8 cos iy — 124 (L — 1) B
)2 - - a(L—x =
! ya () QL) o1, —q) — (L —a)? — (L — 2]

tankL
k3a(L — x)(a? — 2Lx + 2?) ’

) 6 [L sinka qin g — Lsin ka cos kx + ka(L — 95)} [a <z <L] (2.130)
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Por tanto la ecuacion de la amplificacion queda:

vi(z) = @ra(x) - yi(z), [0<z<aq (2.131)

Va(x) = Pra(x) - yo(x), [a<ax <L (2.132)

Para hallar la amplificacion del momento necesitamos calcular el momen-
to total en la barra, M(x), y el momento M,(x), producido tinicamente por
la carga lateral, ():

_ Qsin[k(L — a)]

M, (z) = —Elv{(x) = P sinkz, [0<z<d (2.133)

My(z) = —Elvy(x) =

@sinka . @ sinka
_ _smka <z<L 2.134
P sin kx + coskr, [a<x<IL] (2.134)
L —
M, (z) = —EIy!(z) = @ - )z 0<z<d (2.135)
L —
M, 5(z) = —Elyl(z) = Qal ; ?) o<z <I) (2.136)

Segtn esto, el coeficiente de amplificaciéon del momento es:

Mi(z) LMol iy gy

q)m _ — ksinkL —_
,1($) My,1($) M
Lsink(L — a)]sinkz
- kx(L — a)sinkL Osz<d (2.137)
B, 5(x) = My(z) —gQsinta i kg + L8 cos kg _
’ M, o(z) w
_ Lsin ka (ta;}gL sin kx + cos kx) o<z <] (2.138)

ka(L — x) |
Por tanto la ecuacion de la amplificaciéon queda:

Mi(z) = ®pa(x) - Mys(z), [0<z<aq] (2.139)

My(z) = @po(x) - Myo(z), [a<z < L] (2.140)
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Calculo de la flecha y momento maximos, vy ¥ Minax

Para calcular la flecha maxima amplificada y el momento maximo corres-
pondiente a esa flecha, bastarfa con buscar la abscisa, z, tal que v'(z) = 0
y M'(z) = 0. No obstante, estos valores seran diferentes dependiendo del
punto donde se encuentre aplicada la carga lateral, ). Se puede comprobar
facilmente que el méximo absoluto para la flecha y el momento se producen
cuando la carga @ esta centrada (a = L/2). A su vez, el valor de la abscisa
que maximiza las funciones es v = L/2.

Segiin esto, s6lo tenemos que tomar las ecuaciones obtenidas en el apar-
tado anterior y sustituir en ellas a = L/2, y v = L/2:

L QL?
max — = | = 2.141
Ymix =1 (2) ASET (2.141)
L 12(2tan 2= — kL)
(I)f,méx - (I)f <§) = k33 (2142)

QL Q(2tan*f — kL)

. = 2.143
A48ET AETE? ( )

L 12(2tan & — kL)
Umsx = U E = k’gLS

Al igual que vimos anteriormente para la barra cargada uniformemente,
en este caso también podemos simplificar ® ;.4 de manera bastante apro-
ximada mediante el desarrollo en serie de la tangente, y haciendo el cambio
k = n/Ly/P/P,. El procedimiento es similar al desarrollado en la ecuacién
(2.77) y sucesivas. Siguiendo este procedimiento se obtiene el coeficiente de
amplificacion de la flecha mdzrima:

1

(I)f,rnéx ~ (2144)

- (%)

PP
De manera que finalmente podemos escribir:
1 QL3
max — o méx * Ymix — 2.145
! fmix =Y 1 (£)] BF (2.145)
PP

Similarmente podemos obtener el momento maximo:

L L
My i = M, (5) — QT (2.146)
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L 2tan -
(I)m7méx - q)m (E) = % (2147)
L QL |2tan*L Q tan EL
Minax = M <§> =5 [ 57 > = ok 2 (2.148)

Volviendo a desarrollar en serie la tangente incluida en ®,, ,4x, tenemos
finalmente el coeficiente de amplificacion del momento mdximo:

1—02(%)
S (2.149)

Que hace que podamos escribir:

Mméx = (I)m,méx : My,méx = (2150)

C) Viga-columna sometida a carga axial y momentos en ambos
extremos

En este apartado consideraremos una viga-columna semejante a las de
los dos apartados anteriores, sometida a una carga axial, P. Pero en esta
ocasion, en vez de estudiar la combinacion de la carga P con cargas laterales,
consideraremos que existen unos momentos M; v M5 en los extremos de la
barra, y analizaremos como interactian con la carga axial.

Segiin el sentido de actuacion de los momentos, tendremos una situacion
de doble curvatura, si los dos momentos giran en el mismo sentido, o simple
curvatura, si el sentido de giro de los momentos es opuesto. Estudiaremos
en primer lugar el caso de doble curvatura, y los resultados obtenidos seran
validos para el caso de simple curvatura sin més que cambiar el signo a uno
de los momentos extremos.

Caso de doble curvatura

El esquema del problema se muestra en la Figura 2.11. Los momentos
interno y externo a la barra son:

Momento externo: Mey(z) = P -v(z) — 22 04 My
Momento interno: My, (z) = —E1 - v"(x)
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I
R=(M1+Mz)/L F=(M1+Mz2)/L
i1
P — — —
\ = :E
X

Mint = -Elv"
R=(M1+Mz)/L  R=(M1+M2)/L

Figura 2.11: Viga-columna con momentos extremos (doble curvatura)

44

Igualando ambos momentos se llega a la siguiente ecuacion de equilibrio:

M, + M,

EIV"(x)+ Pv(z) — ——2x+ M; =0 (2.151)

L
Introduciendo el parametro:

P

k== (2.152)

El
La ecuacion de equilibrio queda:

MMy M

" 2 ik
V' (z) + k*v(x) 75 BT

Cuya solucion general es:

M, + M, M,y

—0 (2.153)

v(x) = Asinkx 4+ Bcoskx + 152 L Bl (2.154)
Y sus respectivas derivadas:
. My + M,
v'(x) = Ak coskx — Bksinkx + TEIE (2.155)
V' () = —Ak*sin kz — Bk* coskx (2.156)

V" (1) = —Ak? cos kx + BE?sin kx (2.157)
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Para conocer las constantes A y B, aplicamos las condiciones de contorno:

v(0)=0 (2.158)
v(L) =0 (2.159)
De donde obtenemos:
My cos kL + M,
A=— 2.1
EIk?sinkL (2.160)
M,
= 2.161
ETk? (2.161)
Quedando finalmente la ecuacién de la deformada:
M coskL + M, . M,
v(zr) = — T kx + Tk C08 kx+
M, + M, M,
— 2.162
LEIK? = EIR (2.162)
Y sus respectivas derivadas:
Ml COSkL+M2 M1 . M1—|—M2
! =— kx — k —_— 2.163
V(@) BTkl M~ g ket Tppe (2169
M coskL + M, . M,
" = - — 2.164
v (z) El o kL sin kx E[cosk’x (2.164)
k(M kL + M- kM
"(x) = ( lﬁg':_(f)ssin /{:Z 2) coskx + E]l sin kx (2.165)

Ya estamos en disposicion de estudiar la amplificacion generada por la
carga axial, P. Para conocer la amplificacion de la flecha, debemos conocer
cual es la deformada y(x), producida tinicamente por los momentos en los
extremos, la cual se deduce del anilisis de primer orden:

T (Ml + Mg) 2 (2M1 — MQ)L
pr— - M
2E] 3L 1%+ 3

Y ya podemos hallar el coeficiente de amplificacion de la flecha:

y(x) (2.166)
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_M1 coskL+Ms _: M, M+ Mo - My
_ T Lisnkr SINRT A+ g COSRT 4 TERRT — ghe
x| (MitM) 0 (M, —M3)L
2E1 [ sz ¢ — Mz + 3

B —W sin kx 4+ M, cosk;x—k%m—Ml (2.167)
k;_x |:(M13-i-LM2)x2 — Mz + (2Ml;M2)L]

Por otra parte, el momento en la barra viene dado por la expresion:

M coskL + M,

M(z) = —EIV"(z) =
(z) V() sin kL

sin kz + M, cos kx (2.168)

Para conocer la amplificacion del momento, debemos conocer el momento
flector M, (x) generado tnicamente por los momentos en los extremos de la
barra. Este puede ser calculado como:

My + M.
M,(z) = —EIy"(x) = —%x + M, (2.169)
Y segiin esto, el coeficiente de amplificacion del momento es:
M _MycoskL+My oin forr 4+ M k
Dp(a) = AW =T g st My cosh (2.170)
My(.fE) —%l’ -+ M1

Es de interés también obtener la flecha méxima y el momento maximo
con sus correspondientes amplificaciones. Para ello, en principio debemos
buscar la abcisa, x, tal que se maximicen ambas funciones, lo cual implica
que y'(z) = 0y v'(z) = 0, para la flecha, y M (x) =0y M'(x) = 0, para el
momento.

La ecuaciones de primer orden, permiten buscar el maximo con bastante

facilidad:

1 [(My+ M) (2M; — My)L
/ _ _ - = | =
y(x)—O:>2E[ 7 r° — Myx + 3 0=
3LM 3L~/ M2 — M, My + M?
= Tiix,f = L+ VILYME = My M, + M (2.171)

3(My + Ms)

Luego la flecha maxima seré:

Ymax = y(mméx,f) =
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Tmaxf | (M + M) o (2My — Ms)L
= . 4 - M max -
2E] 5 mixs A Tmixs ¥ 3

(2.172)

Si suponemos el caso particular de que M; = My = M, la expresion
anterior se simplifica:

(M=Mz)  LPM

; S 2.173
ymax 36\/§EI ( )
Si s6lo M; o M, estuvieran presentes :
_ _ L*M
(M2=0) _ ,(M1=0) _ (2.174)

yméx yméx W

En cuanto al momento M,(x), al ser su ecuacién una recta, el maximo
coincidird con uno de los momentos extremos, que sera el M; o el M, segin
el caso. Por tanto tendremos que:

Tmixeon = Ly [My < M) = My s = M(L) = M, (2.176)

En cuanto a la flecha y momento méaximos amplificados, deberfamos hallar
igualmente la abcisa, x, que maximizara cada una de las funciones. La flecha
méxima implica que v'(x) = 0, y por tanto:

M kL + M. M M, + M.
_Mhcosib o My os kx 1sinkx+g:0 (2.177)

/ — —
V) = = p ekl © Elk LEIK

Despejando obtendriamos xmsx f, aunque surge una expresion no maneja-
ble que requiere el empleo de calculo numérico. Finalmente la flecha maxima
seria:

( ) M coskL + M, . i n M, I n
Umax = U\Tmax = - B SIN KT msx 775 COS RTmax
o/ ETk2sinkL T B f
My + My M,

TLER T T B (2.178)

El momento maximo implica que M'(z) = 0 = —EIv"(x) = 0, y por
tanto:

k(M cos kL + M)
ElsinkL

kM
v"(x) = cos kx + E[l sinkx =0 (2.179)
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De donde:
(M cos kL + Ms)

tan kxmaxm = — - 2.180
O B méx, M sinkL ( )

De manera que:

1 (Ml COS kL+ Mg)

P—— — 2.181
Tmixm = 1 arctan M sin kL (2.181)

En lugar de sustituir 4, en M (x), ya que es algo engorroso, hallaremos
SIN k% max m ¥ €COS KTmaxm, 10 cual se cosigue normalizando la ecuacion (2.180):

(M, cos kL+My)
SIN KT max,m /(M cos kL+Mz)2+(M sin kL)?
tan KZmsxm = == My sinkL
COS KX max.m 1
’ /(M cos kL+Mz)2+(M; sin kL)2

(M1 cos kL+M>)

\/ M3+2M1 My cos kL+M3
D My sinkL ) (2.182)
\/ M3+2My My cos kL+M3
Por tanto:
M kL + M.
S0 k2 i m = (M coskL + M) (2.183)
M} + 2M M; cos kL + M3
— M sinkL
COS KT max.m = Lo (2.184)

/M2 + 2M M; cos kL + M}

El momento maximo se puede ya calcular facilmente:

Miypgx = —EI!

max ~—

M kL + M.
0 CO? + A Sin K sxm + M1 oS kTmax.m =
sinkL ' ’

—(My cos kL + M,)* M} sinkL

 sinkL/M? + 2M My cos kL + M2 /M2 + 2M; M, cos kL + M2

(2.185)

Y \/(Ml/M2)2 + 2(M, /M) cos kL + 1
B ? sin kL

Podemos decir que el factor que multiplica a M, es el coeficiente de am-
plificacion del momento mdzrimo para este caso, en el cual My es el maximo
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Mz = M1

M1

Figura 2.12: Amplificacion de la flecha y el momento

momento de los dos aplicados en los extremos de la barra. También elimi-
namos el signo negativo, el cual simplemente nos indica que en la barra las
fibras traccionadas son las superiores. Asi pues, podemos escribir:

Mméx = q)m,méx : M2 (2]—86)

Esta formula nos dice cual es el momento méaximo amplificado, pero sélo
mateméaticamente, y no fisicamente, ya que la ecuacién tiene validez para
todo x € R. Por tanto, para conocer el verdadero momento maximo en la
barra, debemos ver si Zmx ., s¢ encuentra en el intervalo [0, L], ya que si no,
la ecuacion (2.186) no es aplicable, y en ese caso el momento méaximo seré el
obtenido del analisis de primer orden, es decir, el mayor de los dos momentos
extremos (2.175) y (2.176).

En la Figura 2.12 se puede ver graficamente la correspondiente amplifi-
cacion de flecha y momento. Se ha tomado la hipdtesis de que My > M.

Caso de simple curvatura

En este caso, los dos momentos flectores en los extremos tienen sentidos
de giro opuestos, generandose una deformada simple y simétrica. El esquema
del problema se muestra en la Figura 2.13.

Los resultados obtenidos para este caso son semejantes a los del caso de
doble curvatura, pero con el signo cambiado en uno de los momentos extre-
mos, por ejemplo el M.
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L
R =(Mz-1)/L R=(Mz-M1)/L
(R
P — — —
O\ ? PE
X
M Mint = -Elv"

R=(Mz-M1)/L  R=(Mz2-M1)/L

Figura 2.13: Viga-columna con momentos extremos (simple curvatura)

Las ecuaciones de la deformada y la amplificacion correspondiente son:

M coskL — My . M,
v(x) = — BT s kL smkx—l—mcoskx—l—

My — M, M,

_ 2.187
TIEnE © T EIR (2.187)
T (Ml — Mg) 2 (2M1 + MQ)L
= - M R 2.1
v = 557 { 3L ¢ T (2.188)
Mj coskL—Ms _: My — Mo
o, () —T sin kx + M cos kx + 722 — M, (2.189)
Las ecuaciones de los momentos y la amplificacion son:
My coskL — M,
M(z) = —— — % sinkx + M cos kx (2.190)
M, — M.
M, (z) = —%x + M (2.191)

o, (z) —W sin kx + M, cos kx (2.199)
m(x) = .
— MMy 4 M,
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También es de interés el momento maximo amplificado en la barra:

M,y /M3)? — 2(M,y /M. kL +1
Misx = My \/< 1fMa)? — 200/ Mo) cos kL + (2.193)
sin“ kL
Que se puede escribir como:
Mméx = q)m,méx : M2 (2194)

Siendo de nuevo Ms el momento maximo de los dos aplicados en los
extremos de la barra.

El momento equivalente

La expresion del momento maximo amplificado para simple curvatura
(2.193), en el caso de que M; = My = M, toma el valor:

(2.195)

Moo — M [ 2(1 — cos kL)]

sin? kL

Por otra parte, partiendo de una situacion en la que M; sea distinto a
Ms, con My > My, v exista simple o doble curvatura, podemos simplificar el
problema asumiendo que el momento maximo amplificado serd equivalente al
producido por dos momentos extremos iguales entre si, y trabajando en sim-
ple curvatura (giros opuestos), a los que llamaremos momentos equivalentes,
M,,.

Ademaés en este caso equivalente, el momento maximo se produce por
simetria en x = L/2, lo cual simplifica bastante el problema (Figura 2.14).

Mz = Ivl1
411 Iz e q Me q

T

e M mazx

Figura 2.14: Aplicacion del momento equivalente

Segiin esto, el momento equivalente puede calcularse de la siguiente forma:



CAPITULO 2. LA BARRA AISLADA DE INERCIA CONSTANTE 52

(Ml/M2)2 + 2(M1/M2) cos kL +1
sin? kL

Mméx = (I)m,maix' | M2 ‘:‘ M2 ’ [\/

M 2(1 — coskL)
A sin? kL

En el coeficiente de amplificaciéon ®,, m4x, aparece un signo variable, que
sera positivo (+) si se trata de doble curvatura, y negativo (—) si es simple
curvatura.

(2.196)

Despejando:

| My |=C | My | (2.197)

M. — (M /M3)? + 2(M;/Ms) coskL + 1
“a 2(1 — coskL)

Siendo (), el coeficiente del momento equivalente, el cual depende de
los momentos extremos M; y M, v de k, es decir, de la carga axial, P.
Varios autores han intentado conseguir expresiones aproximadas para C,,
de manera que este no dependa del axial. La expresiones mas usadas son las
de Massonnet y Austin:

C = /0,3(M, /M)2 4 0,4(M, /M,) + 0,3  (Massonnet) (2.198)

Cp =0,6£0,4(M;/My) >04  (Austin) (2.199)

En base a estas expresiones, podemos elaborar un método répido y sen-
cillo para el calculo del momento maximo amplificado a partir del momento
equivalente, y para cuaquier valor de la carga axial. Los pasos a seguir son
los siguientes:

= Calcular el coeficiente del momento equivalente, C,,, usando las ecua-
ciones (2.198) o (2.199).

= Calcular el momento equivalente, multiplicando C,, por el valor abso-
luto del momento maximo de los dos aplicados en los extremos, que en
nuestra notacion es Ms:

M,y =Ch | My | (2.200)
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= Calcular el momento maximo amplificado aplicando la ecuacion:

(2.201)

Mgs — M., [ 2(1 — cos kL)]

sin? kL
Esta ecuacion a su vez puede ser simplificada. Si aplicamos identidades
trigonométricas:

kL
1 — coskL = 2sin? - (2.202)

kL kL
sin? kL = 4 sin? - cos” - (2.203)
Y sustituimos estas dos expresiones en la ecuacion (2.201), se llega a:

kL
Mnax = My sec o (2.204)

Si desarrollamos en serie la secante de esta ecuacion, al igual que he-
mos hecho en apartados anteriores, y haciendo el cambio de variable k =

n/Ly/P/P,, tenemos que:

1

=0

Y sustityendo el momento equivalente por su correspondiente expresion
en funcion de M, se obtiene:

Misx = Mo, (2.205)

Cin

p
1- (%)
De esta manera podemos concluir que el factor entre corchetes es una

aproximacion sencilla al coeficiente de amplificacion del momento mdximo,
D, max, de tal manera que:

Msx = (I)Tmmé,x' | M, ‘ (2207)

D) Método de pendiente-desplazamiento. Funciones de estabilidad

Este método se fundamenta en la busqueda de una relacion entre los
momentos flectores actuantes en los extremos de una barra, M; y M, el
axial, P,y los correspondientes giros resultantes en dichos extremos, 6 y 6s.
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Partiendo de los resultados obtenidos en el apartado C), es posible obtener
las funciones que relacionen todas estas variables entre si.

Estudiaremos como caso general la situacion de doble curvatura, teniendo
en cuenta que los resultados obtenidos, serdn validos para el caso de simple
curvatura sin mas que cambiar el signo de uno de los momentos extremos.
El esquema del problema se muestra en la Figura 2.15.

Figura 2.15: Solicitaciones y giros en los extremos de la barra

La ecuacién de la deformada para la viga-columna sometida a axial y
flectores en los extremos es:

M kL + M. M
_ icos + 2sink::r:+—lcoskx+

v(x) =

EIk?sinkL ETk?
My + M, M,
— 2.2
LEIR* " EIK (2.208)
Reagrupando y sacando factor comtun M; y Ms, nos queda:
1 coskL . x
v(z) = i Link’L sin kx — cos kx — 7 + 1] M, —
1 1 T
— sin ke — — | M. 2.2
BN [sin 7 L} 2 (2.209)
La primera derivada es:
1 |coskL 1
/ - o o M _
v'(x) Tk [sinkL cos kx — sin kx /{L:| 1
1 1 1
——— | ——coskx — — | M. 2.21
ETk Lin kL kL] 2 (2.210)

Y como es sabido, el giro producido en cualquier punto, x, de la barra,
viene dado por v'(x). Asi pues, los giros en los puntos 1 (z =0),y 2 (x = L),
seran respectivamente:
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BT coskL_i 1 1 B
0= =~5m% (swkr ~kp) M Bk kL k) M2 T
L |sinkL — kLcoskL L |sinkL — kL
= — — || M. 2.211
EI { (kL)?sin kL } TR [(k;L)?sin kL} ? (2.211)
1 1 1 1 |[coskL 1
— / — - - S ey
b =) = ~gr Lm kL kL] ' Elk [sin kL kL] Mo
L |[sinkL — kL L |sinkL —kLcoskL
=— |7 — M. 2.212
EI [(kL)2sinkL] 'Y E { (kL)?sin kL } ? (2212)
Escribiendo estas ecuaciones en forma matricial:
0 Jin S M,
= 2.213
{92] {fu f22}{M21 ( )
Donde:
L |sinkL — kLcoskL
= = — 2.214
fu=Je= g7 { (kL)?sin kL ] (2.214)
L |sinkL — kL
=== | 2.21
fz=Jn = g7 {(kLP sin ch} (2.215)
Si despejamos los momentos extremos:
M, fu fio } { 2 }
= 2.216
[ M, } { Jar fa2 0 ( )
Que invirtiendo la matriz de transformacion queda:
My C11 Ci12 th
= 2.217
{Mz} [621 022][921 ( )
Donde:
EI [kLsinkL — (kL)?*cos kL
ar= o= L [2 —2coskL — kLsin kL] (2218)
EIl (kL)* — kLsinkL
2= = {2 —2coskL — kLsin ]{JL:| (2.219)
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Finalmente, deshaciendo las matrices y recopilando términos podemos
escribir las ecuaciones pendiente-desplazamiento para la barra:

ET

M1 = T(Sn‘el + Sijeg) (2220)
ET
M2 = T(sz‘el + Sjjeg) (2221)

Donde:

_enl el kLsinkL — (kL)?coskL

s = _ , 9.229
%t =% T BT T EI T 2—2coskL — kLsinkL (2.222)

ciol  enL (kL)> — kLsinkL

EI ~ EI ~ 2—2coskL —kLsinkL
Estas funciones s;;, s;j, Sji, 5j5, son las llamadas funciones de estabilidad,

propuestas por James en 1935, las cuales dependen exclusivamente del valor

de k, es decir, del axial P. Estas funciones estan ampliamente descritas en la
bibliografia [8].

SU = sz' =

(2.223)

Por tanto, las funciones de estabilidad incluyen en la relacién “momento-
giro”, el efecto del axial de compresion, P.

En el caso en el que el axial P no esta presente, es decir, £k — 0, las
funciones de estabilidad pasan a ser simples coeficientes de rigidez, tomando
los siguientes valores:

Segin esto, las ecuaciones (2.220) y (2.221) se pueden escribir como:

ET
ET

Que son justamente las ecuaciones “momento-giro” para el caso de una
barra sometida a momentos extremos y en ausencia de axiales, ampliamente
descritas en la bibliografia sobre resistencia de materiales.
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Ecuaciones pendiente-desplazamiento modificadas

En el caso de que haya posibilidad de desplazamiento lateral de uno de
los extremos de la barra, tendremos que tenerlo en cuenta a la hora del
anélisis de pendiente-desplazamiento. Siguiendo el mismo procedimiento que
anteriormente, y basandonos en el esquema de la Figura 2.16, llegamos a las
siguientes relaciones:

M4

Figura 2.16: Barra con posibilidad de desplazamiento lateral

El A A
= o (0= 7) +ou (- 7)| -

EI A
El A A
= s (=) o (- ) -

ET A

= T [S]’iel + 8jj92 — (Sji + Sjj)f:| (2229)
Y en el caso de no existir axial, tendriamos:
El A

M, = == (401 + 26, — 6Z> (2.230)

L
EI A
M, = (291 + 46, — 63) (2.231)

L
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2.1.1.7. Columnas con restricciones elasticas en los extremos

Hasta ahora hemos considerado que la barra tiene ciertas condiciones de
sustentacion particulares en sus extremos, tales como: articulacién, empo-
tramiento, o extremo libre. Sin embargo, en una barra conectada a una red
estructural no existird ninguna de estas vinculaciones teoricas, sino que las
caracteristicas en los extremos corresponderan a una cierta combinacién de
las tres condiciones anteriores.

Por tanto, y aunque este trabajo esta centrado en la barra aislada, es
coveniente conocer como se comportaria una barra cuyos extremos estan
conectados a otras barras o elementos resistentes, ya que para modelizar el
pandeo en la estructura completa, solo tendremos que definir correctamente
las caracteristicas concretas de las conexiones en los nudos o extremos de las
barras.

Para resolver este problema usaremos el método estatico, aunque tam-
bién existe la posibilidad de usar el método energético. Consideraremos una
barra de longitud L, inercia I, y extremos con una restriccion eléstica al giro
que modelizaremos como un resorte de constante recuperadora Rj. En los
extremos actia una carga axial, P (Figura 2.17).

Los momentos en la barra son:

Momento externo: M, (z) = P-v(x)+T -z — My
Momento interno: My, (z) = —E1 - v"(x)

[gualando ambos momentos obtenemos la condicion de equilibrio:

EIV"(z) + Pv(z) + Tx — M4 =0 (2.232)

Introduciendo el parametro:

P
k= — 2.233
fohi (2.233)
Tenemos la siguiente ecuacion diferencial:
T M
" 2 et _
v (x) + k*u(x) + 7% " Bl 0 (2.234)
Cuya soluciéon general es:
T M
v(z) = Asinka + Beoskas — —x + — (2.235)

P P
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Figura 2.17: Barra con restricciones eldsticas

Para conocer las constantes A y B, debemos aplicar las condiciones de
contorno particulares como hemos venido haciendo hasta ahora.

Se puede ver también como esta ecuacién representa un caso genérico,
cuyas soluciones particulares corresponden a diferentes casos ya estudiados,
tales como los de Euler.

Por tanto, tenemos una ecuacién general que permite particularizar las
restricciones y reacciones en los extremos de la columna, modelizando asi las
conexiones de la barra con otros elementos de una red estructural.

Para definir las condiciones de contorno y obtener la carga de pandeo
para la barra, necesitamos definir las caracteristicas elasticas de los resortes
extremos, lo que equivale a establecer las rigideces de los nudos o uniones
entre barras. En principio, partimos de las siguientes relaciones:

My = Ryafa (2.236)

Mp = Rypbs (2.237)

Es decir, debido al efecto de la carga axial, P, en los extremos se producen
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momentos (Myy Mp) y giros (64 y ) los cuales dependen, ademas del axial
P, de las rigideces de los nudos extremos (Rya y Rip). En funcion de estas
rigideces, los momentos y los giros pueden variar en un rango muy amplio
para un mismo valor de P. Como casos extremos tenemos los siguientes:

s Si R = 0, estamos en el caso de una articulacion perfecta o un extremo
libre, por lo que el momento es nulo y el giro es maximo al no haber
restriccion alguna para este.

= Si R, = o0, se tratard de un empotramiento perfecto, con lo que el giro
es nulo y el momento serd maximo.

Por tanto, si aplicamos las ecuaciones (2.236) y (2.237) como condiciones
de contorno, teniendo en cuenta que el giro en la barra se identifica con la
primera derivada de la flecha, tenemos que:

(0) = 0,y = Ma (2.238)
Rya

(L) = 0 = M (2.239)
Rip

Por otra parte, también podemos establecer como ecuaciones de contorno
los desplazamientos en los extremos de la barra:

U(O) = Vg = 6A (2240)

'U(L) = VB = 53 (2241)

Si amplicamos las cuatro condiciones y despejamos los momentos extre-
mos en funciéon de los giros, se llega facilmente a las ya conocidas ecuaciones
pendiente-desplazamiento (2.220), (2.221), (2.228) y (2.229) que se analiza-
ron en la seccion anterior, y que nos serviran ahora para el analisis de pandeo
de la barra.

Ya que hemos definido el modo de trabajo, pasaremos a analizar dos casos
de interés, los cuales fueron desarrollados por Julian y Lawrence, v pueden
ser consultados en la bibliografia [8].
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A) Red estructural intraslacional

Supongamos una red estructural formada por barras de longitud L;, e
inercia [;, y conectadas entre si mediante nudos rigidos, como se muestra
en la Figura 2.18. Ademas la estructura es intraslacional, es decir, no hay
posibilidad de desplazamiento lateral o de piso de los nudos. Los autores han
demostrado que si la estructura es intraslacional, las barras que la compo-
nen pandeardn en simple curvatura. Los giros en todos los extremos de las

vigas se consideran idénticos, y los giros en los extremos de las columnas son
alternados (2.18).

Figura 2.18: Red estructural intraslacional

Existe una carga axial vertical, P, que comprime por sus extremos exte-
riores a las columnas cl y ¢3. Nuestro objetivo es estudiar como pandea la
columna c2, comprendida entre los nudos Ay B.

Para el analisis, como ya se ha comentado, vamos a usar las ecuaciones
pendiente-desplazamiento aplicadas en los nudos A y B:



Columna 1:
EI
(Ma)a = (T) (sii0a + si0B)
cl
Columna 2:
EI
(Ma)e2 = (T) (siifla + sij0B)
c2
EI
(MB)CZ = (T) (szeA + S]jeB)
c2
Columna 3:
EI
(Mp)es = (T) (sjifla + 55;08)
c3
Viga 1:
El EI
tn = (), =200 = ()
Viga 2:
El El
i = (), 01200 = (T)
Viga 3:
El El
ot = (57), (10n =200 = ()
Viga 4:
El El
o= (7)., 40n =200 = ()

La condicién de equilibrio en el nudo A es:

(Ma)er + (Ma)ea + (Ma)p1 + (Ma)s =0

Despejando el momento correspondiente a la columna c2:

(Ma)ee = —(Ma)pn — (Ma)oo — (Ma)a
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(2.242)

(2.243)

(2.244)

(2.245)

(2.246)

(2.247)

(2.248)

(2.249)

(2.250)

(2.251)

Y sustituyendo en esta ecuacion las expresiones correspondientes en fun-

cion de los giros:
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ET El ET
= (22 200 () 0 (1) ot -
L bl L b2 L cl !

S {(%) . + (%)bj 204 — (%) ) (s:i0a + si;05) (2.252)

Por otra parte, de la ecuacion (2.243) tenemos que:

Ma)c
(si6a + s550B) = ( EIA) = (2.253)
(T)CQ
Sustituyendo en la ecuacion (2.252) y reagrupando queda:
EIN  (5)u+ (%)
(Ma)ez = =2 <—) o L2y, (2.254)
L)oo (F)a+ ()

Ecuacion que podemos generalizar para cualquier niimero de vigas y
columnas que concurran en el nudo A:

_ L, (EDy XalT),

Procediendo de la misma manera para el nudo B, obtenemos:

Bl s ()
(MB)e2 = — (—) ==L bpy (2.256)
L c2 ZB (%)c

Para simplificar introduciremos los llamados factores de rigidez relativa
de los nudos:

>a %)
Ga= . (2.257)
2a (%),
> (1)
Gp = . (2.258)
T (),
Por lo que queda:
2(7)er
(Ma)ez = _G—ACHA = —Ryaba (2.259)
2(%) e
(Mp)e2 = g 0s =Ry (2.260)
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Es decir, las constantes elasticas o rigideces, Ry, de los resortes modeli-
zados en los nudos A y B, se pueden expresar en funcioén de las rigideces a
flexion de las vigas y columnas concurrentes en dichos nudos, de tal manera
que:

2 (%)

Rya = = 2.261

=g (2:261)
2 (EL

Ryp = 2(F)a (2.262)
Gp

Por otra parte, igualando las ecuaciones (2.243) y (2.259) para el nudo A,
v las ecuaciones (2.244) y (2.260) para el nudo B, llegamos a las siguientes
expresiones:

2
|:Sm' + —:| QA + SinB =0 (2263)

Ga

2
SjieA + |:Sjj + —:| 93 =0 (2264)
Gp
Las cuales podemos escribir en forma matricial:
{ SZZJF.,GA Ty ] [ 2,4 ] = { : ] (2.265)
Sji S5 + oo B 0

Y en el momento de producirse el pandeo debemos obtener una solucion
del sistema distinta de la trivial, por lo que el determinante de la matriz de
coeficientes debe anularse:

SZ’L + GA S’L] 9 ‘ — O (2266)
Sji Sij + Gr
Es decir:
2 2
(Sii + a) . (Sjj + G—B) — Sij . Sji = 0 (2267)

Y teniendo en cuenta que:

_ kLsinkL — (kL)?cos kL

=8 = : 2.268
%% T Y Ty cos kL — kLsin kL (2.268)
(kL)> — kLsinkL (2.269)
Sij = Sji = . .
J J 2 —2coskL — kLsinkL
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La ecuacion de equilibrio queda:

GaGp
4

L 2 tan kL
GA+GB)(1 k )+ an =

kL) - —1=0 (2270
(kL) + ( > tan kL KL (2.270)

Es imposible despejar k£ de esta ecuacion de manera exacta, por lo que se
puede recurrir a la resolucion numérica o grafica. No obstante, a través de

desarrollos en serie se puede llegar a obtener la siguiente solucion aproximada:

z 1,28+2(GA+GB)+3GAGB (2 271)
L 0,64+ 1,4(Ga+ Gp)+3GaAGp '
Y recurriendo a la relacion:
P
| —_ 2.272
i (2.272)

Podemos despejar la carga de pandeo para la columna en estudio (¢2):

21 1,28 +2(Ga + Gp) +3G4Gp 17
p—12pr= (T ’ ET 2.2
p =k <L> [0,64 +1,4(Ga+ Gp) + 3GAGB:| (2.273)

Reordenando términos tenemos:

’EI
P, = t . (2.274)
[0,64+1,4(GA+GB)+3GAGB } 12
1,284-2(Ga+GR)+3GAGB

De esta expresion podemos identificar facilmente el coeficiente de esbeltez,

G-
w2 BT
=2 (2.275)
g — 064+ 1.4(Ca + G) +3CaCh (2.276)

1,28 + Q(GA + GB) + 3G 4Gp

Por tanto, hemos podido observar como al igual que obteniamos la carga
de pandeo, P,, y el respectivo coeficiente de esbeltez, (3, para los diferentes
casos de Euler, igualmente se pueden hallar para una columna unida a otras
barras de una red estructural. La diferencia existente es que en los casos
estudiados por Euler, las condiciones de sustentacion en los extremos estan
completamente definidas en una de las tres categorias: articulacion, empotra-
miento o extremo libre. Y sin embargo, en el caso de una columna conectada
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a otras barras, las condiciones de sustentacién en sus extremos no estan de-
finidas a priori, sino que dependen de las caracteristicas de las barras que
concurren en dichos extremos. En este caso, al tratarse de una estructura
intraslacional, no hay posibilidad de deplazamiento lateral de los extremos,
por lo que el nudo tendra unas propiedades intermedias entre “articulacion”
y “empotramiento”.

Una estimacion del porcentaje de “articulacion” o “empotramiento” que
corresponde a un nudo, es posible a través de las relaciones de rigidez de las
vigas y columnas que concurren en dicho nudo, es decir, G4 y Gg. Como
hemos comprobado en la ecuacion (2.274), las caracteristicas del nudo se re-
flejan en la formula de la carga de pandeo mediante el coeficiente [, el cual
depende de G4 y Gr. Ademas se puede decir que dicha expresiéon de (3 re-
presenta una formula general que engloba multiples casos posibles, incluidos
algunos de Euler, como podemos comprobar a continuacion:

Como en la estructura hemos eliminado la posibilidad de desplazamiento
lateral de los nudos, tendremos los siguientes casos extremos:

= G — o0, que corresponde a un nudo perfectamente articulado.

s (G — 0, que corresponde a un nudo perfectamente empotrado.
Segtn esto, podemos reproducir los siguientes casos de Euler:

» Barra biarticulada: G4 = Gp — 00, y sustituyendo en la ecuacion
(2.276), tenemos 3 = 1.

= Barra biempotrada: G4 = Gg — 0, obteniéndose § = 0,5.

» Barra empotrada-articulada: G4 — oo, y Ggp — 0, obteniéndose § =
0,7.

En el siguiente apartado en el que se estudia la estructura traslacional, si
que estan permitidos los desplazamientos laterales de los nudos, y por tanto
podremos reproducir los casos de Euler que contemplan el “extremo libre”.

B) Red estructural traslacional

Estudiaremos ahora como pandea una columna perteneciente a una red
estructural similar a la del apartado A), pero existiendo en este caso la po-
sibilidad de desplazamiento lateral de los nudos, es decir, la estructura es
traslacional, como se puede ver en la Figura 2.19. También se puede demos-
trar que en este caso las barras pandearan en doble curvatura.
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Figura 2.19: Red estructural traslacional

El procedimiento de andlisis es similar al que usamos para la estructu-
ra intraslacional, pero en esta ocasién usaremos las ecuaciones pendiente-
desplazamiento modificadas, las cuales tienen en cuenta el desplazamiento
lateral, A, que se produce entre los nudos. Si aplicamos dichas ecuaciones a
los nudos A y B, que delimitan la columna ¢2, tenemos que:

Columuna 1:
El A
(MA)cl = (T) |:3ii(9A + SijeB — (Sii + Sij)L—:| (2277)
cl cl
Columna 2:

ET A
(Ma)e2 = (—) [Sn‘@A + 8ij0p — (si + Sz’j)_:| (2.278)
L c2 Lc2
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El A
(MB)62 = (T) |:sz‘9A + SijB - (Sji + Sjj)L—:| (2.279)
c2 c2
Columna 3:
ET A
(MB)c?, = (T) |:5jz'9A + sijB — (Sji + Sjj)L—:| (2280)
c3 c3
Viga 1:
El El
(Ma)er = (—) (404 +204) = (—) 660 4 (2.281)
L bl L bl
Viga 2:
ET ET
(Ma)o2 = (—) (464 +20,4) = <—> 604 (2.282)
L b2 L b2
Viga 3:
El ET
(Mp)ys = (—) (40p + 20p) = <—) 605 (2.283)
L /s L /s
Viga 4:
El ET
(Mp)p = (—) (40p + 20p) = (—> 605 (2.284)
b4 L)y
Y la condicion de equilibrio para el nudo A es:
(Ma)ar + (Ma)ez + (Ma)or + (Ma)so = 0 (2.285)
De donde:
(Ma)er = —(Ma)on — (Ma)re — (Ma)a (2.286)

Y sustituyendo en esta ecuacion las expresiones correspondientes en fun-

cion de los giros:
EI EI
Mp)oo=—|—) 604—|— | 604—
== (), (),

— <ﬂ> |:Sii9A + sijﬁB — (Sii + Sij)LA:| (2287)
cl cl

Por otra parte, de la ecuacion (2.278) tenemos que:
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A My).
siifa + sij0p — (si + Sij)L_2 = ((E_;‘)) : (2.288)
¢ L Jc2

Suponiendo que L. =~ L., podemos sustituir (2.288) en (2.287), y rea-
grupando queda:

_ (B Zalp)
(Ma)ez = ( 7 )02 > (%)09,4 (2.289)

Procediendo de la misma manera para el nudo B, se obtiene:

BEIN Y5 (1)
(Mp)ey = —6 (—) =2 Lrbg, (2.290)
L c2 ZB (%)c

Para simplificar introducimos los parametros G, y Gp, los cuales ya uti-
lizamos en el apartado A) en (2.257) y (2.258). Por lo que las ecuaciones

anteriores quedan:

6 (£L)

(Ma)er = ——2220,4 = —Rya04 (2.291)
Ga
6 (%)

(Mp)er = - 20 = —Riplp (2.292)
Gp

Por otra parte, igualando las ecuaciones (2.278) y (2.291) para el nudo A,
y las ecuaciones (2.279) y (2.292) para el nudo B, llegamos a las siguientes
expresiones:

6 A

|:3ii + G_Aj| 04+ sijlp — (si + Sij)L_c2 =0 (2.293)
6 A

SjigA + |:Sjj + G—B:| 6)3 — (Sji + Sjj)L_Q =0 (2294)

Aqui tenemos dos ecuaciones y tres incognitas (64, 0p v A/Le), por
lo que necesitamos una ecuaciéon mas. Dicha ecuaciéon puede ser obtenida
planteando el equilibrio estatico de la barra c2:

(MA)C2 -+ (MB)CQ + PA=0 (2.295)

Podemos ahora sustituir las expresiones (2.291) y (2.292) en esta ultima
ecuacion:

6 (%), 6(F)e
- G 04 — Cr g+ PA =0 (2296)
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Y por otra parte, podemos modificar el término en funcién de P de manera
més conveniente en funciéon de k:

P
=_— = P=FkEI 2.2
T (2.297)
Por lo que tendriamos:
PA = E*EINA (2.298)

Pero nos interesa que aparezca en la ecuacion la variable A/L., por lo
que podemos hacer lo siguiente:

El A
PA=(—) (kL)%,— 2.2
(F) i (2:200)
Finalmente la ecuacion de equilibrio (2.295) queda:
6 (D), _6(F) El A
— 2, — — L2 — ] (kL)%h— =0 2.300
G, A G B+(L)c2( )C2Lc2 ( )
Y eliminando el factor comun:
A
—ieA - ieB + (kL)? =0 (2.301)

G Gp 2 L

Por tanto, recopilando las tres ecuaciones de equilibrio (2.293), (2.294) y
(2.301), y escribiéndolas en forma matricial, el sistema queda:

Sii + G_QA Sij _<Sii + Sij) 04 0
Sii S +6% —(sji +2Sjj) Op | =10 (2.302)
_G_A _@ (kL)CQ Lo 0

En el momento de producirse el pandeo, debemos obtener una solucién
del sistema distinta de la trivial, por lo que el determinante de la matriz de
coeficientes debe anularse:

Sii + é Sij _(Sii + Sij)
S S ié —(sji+s55) | =0 (2.303)
2
T Ga ~ Ggp (kL)CQ

Y teniendo en cuenta que:

_ kLsinkL — (kL)?cos kL

s _ 2.304
% %0 T Y T 9 cos kL — kLsin kL (2:304)
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(kL)* — kLsin kL

g — 2.
0T T 9 T 9 coskL — kLsinkL (2:305)
La ecuacion de equilibrio queda:
kL)% — kL
GaGp(kL)” — 36 (2.306)

6(Gat Gp)  tankL "

De nuevo nos encontramos con una ecuacion de la que despejar k es
complicado. No obstante, desarrollando en serie la tangente podemos llegar
a una solucién analitica aproximada:

754+ (G G
o T 5+ (GatGo) (2.307)
L\ 75+4(Ga+Gp)+1,6GAGp
Por otro lado, recurriendo a la relacion:
P
k=L 2.308
o (2.308)

Podemos despejar la carga de pandeo para la columna en estudio (¢2):

2

2 75+ (Ga+ Gp)
P, = K2E] = (f) i EI (2.309
P L 75+4(Ga+ Gp) +1,6G4GB ( )
Reordenando términos:
2RI
P, = a . (2.310)
[ \/7,5+4(GA+GB)+1,6GAGBJ 12
7,5+(GA+GB)

Y de aqui podemos identificar de nuevo el coeficiente de esbeltez, 3:

2 El
75+4(Ga+ Gp)+1,6GAGp
= 2.312
b \/ 7,0+ (GA + GB) ( )

En este caso, al tratarse de una estructura traslacional, existe posibilidad
de desplazamiento lateral de los nudos, por lo que los extremos de la barra
analizada serdn nudos con unas caracteristicas intermedias entre “extremo
libre” y “empotramiento con movilidad lateral”.
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De nuevo, el porcentaje de cada tipo de enlace que caracteriza al nudo
se podra estimar en funcion de los parametros G4 y G, los cuales aparecen
intrinsecos dentro del coeficiente (3.

En esta ocasion también podemos obtener algunos valores de (3 referentes
a los casos de Euler. Para ello analizamos los siguientes casos extremos:

= (G — 00, que corresponde a un nudo libre.

s (G — 0, que corresponde a un nudo empotrado con movilidad lateral.
Segun esto podemos reproducir los siguientes casos de Euler:

= Barra biempotrada con desplazamiento relativo de los extremos: G4 =
Gp — 0, y sustituyendo en la ecuacion (2.312), tenemos 3 = 1.

= Barra empotrada-libre: G, — oo, y Gg — 0, obteniéndose 3 = 2.

Casos de carga lateral actuante

Finalmente cabe decir que tanto en el apartado A) como en el B), hemos
analizado barras cargadas axialmente en los extremos. Pero podriamos ex-
trapolar la metodologia para incluir cargas laterales en el anélisis. Para ello
bastaria con hallar los momentos extremos generados por las cargas latera-
les, M., y luego sumarlos algebraicamente a los momentos producidos por la
carga axial, M, de tal manera que:

My = Riafa £+ My, (2.313)

MB = RkBeB + MB,c (2314)

Y si aplicamos esto a los casos estudiados en los apartados A y B, tenemos:

Estructura intraslacional

Columnas:
El
MA = T(Su‘&A + SijeB) + MA,C (2315)
El
Mg = T(Sﬁ@A + SjjeB) + ij,c (2316)

Vigas:
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EI
MA == TzeA:l:MA’c (2317)
EI
My = —20p %+ Mp, (2.318)
Estructura traslacional
Columnas:
EI A
MA = T |:$ii9A + SijeB — (S”‘ + Sij)f:| + MA,c (2319)
EI A
MB = T |:Sji0A + sijB — (Sji + Sjj)f:| + MB,c (2320)
Vigas:
EI
MA - T60A Zt MA,C (2321)
EI
Mp = 605 + Mp, (2.322)

2.1.1.8. AnAlisis general de columnas por el método matricial de
rigidez. Matriz de rigidez geométrica

En la seccién anterior hemos modelizado una columna perteneciente a
una red estructural considerando que los nudos de la barra, donde esta se
conecta a otras barras, se comportan como resortes elasticos més o menos
rigidos dependiendo de las rigideces relativas de las barras que concurren en
el nudo.

En esta secciéon vamos a abordar de nuevo el problema de la columna in-
mersa en una red estructural, pero esta vez aplicando el método matricial de
rigidez, usado comunmente para el analisis de primer orden de estructuras hi-
perestaticas. Y se incorporaran a dicho método las condiciones de estabilidad
derivadas de los efectos de segundo orden producidos por la carga axial.

El método de rigidez relaciona los distintos tipos de solicitaciones que
actiian en los extremos de la barra (axial, P, momentos flectores, M, y cor-
tante, T') con los desplazamientos que producen dichas solicitaciones (lineal,
u, giro, 6, y lateral, v). En la Figura 2.20 se puede ver un esquema de anélisis
en el que se muetra el convenio de signos positivos a emplear.
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Fuerzas
Ta Te
Pa e

ME Me

Figura 2.20: Esquema de andlisis de rigidez y convenio de signos

La ecuaciéon que relaciona los axiales, P, con los desplazamientos lineales,
u, se deduce de la ley de Hooke:

EA ET'A

AL =us —up (2.324)

Y para que haya compresion, los axiales en los extremos deben tener
sentidos opuestos:

Por otra parte tenemos que la relaciéon entre los momentos flectores ex-
tremos, M, y los giros, 6, viene expresada por las ecuaciones pendiente-
desplazamiento ya estudiadas anteriormente. Estas ecuaciones son similares
a las ecuaciones “momento-giro” que surgen del anélisis de primer orden, pe-
ro incorporan los efectos amplificadores de segundo orden derivados de la
presencia de la carga axial:

EI A

MA = — SM'QA + SinB — <5z‘i + 5ij>_ (2326)
L L
El A

MB = T |:3ji9A + Sjj@B — (Sji + Sjj)f:| (2327)
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A=v4—uvp (2.328)
kLsinkL — (kL)?cos kL
5= 8 = i 2.329
§ %7 2—2coskL — kLsinkL ( )
kL)? — kLsin kL
Sij = Sji = ( ) S (2330)

2 —2coskL — kLsinkL
Finalmente, la relaciéon entre los cortantes extremos, 7', y los desplaza-
mientos laterales, v, surge del estableciemiento del par de fuerzas necesario
para equilibrar los flectores en los extremos:
Mys+ Mg PA

Ty = 9.331
A 7 t7 ( )

Pero como:

P =kFEI (2.332)

Tenemos que:

My + My EIK*A

Ty = 2.333
A 7t ( )
Mys+ Mg EIK’A
T = - 2.334
p= 142 : (2334)
Si escribimos las seis ecuaciones del sistema en forma matricial:
{f}=[K"{d} (2.335)
C P R
TA UA
| My | 0a
=1 (@ = (2.330
TB up
[ 4 0 o -4 0 0 ]
0 2(siitsi)—(kL)®  siitsij 0 —2(sii+si5)+H(KL)?  sutsig
B 0 sLs, L 0 s, 1 ’ L
" _ ot _ 'L'LL 1] SZZ llL 1 Sz‘]
0 2siitsi) (kL) sjitsj; 0  2siitsi)=(kL)*  sjitsy;
R L sl L
i O __ 2 JJ S]Z 0 Je JJ S]] i

(2.337)
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Como se puede observar, [K*| es la matriz de rigidez de la barra, pero
incluyendo ademas los efectos de segundo orden. Esta matriz ademaés es si-
métrica, por lo que a partir de ahora simplificaremos su escritura a la mitad

superior de la misma.

Si sustituimos las funciones de estabilidad por sus correspondientes valo-

res:

Sii =

Sij = Sji =

El sistema queda:

kLsinkL — (kL)?cos kL

Sz 2 —2coskL — kLsinkL

(k;L)2 — kLsinkL
2 —2coskLl — kLsinkL

[ Py ] (40 0o -4 0 0
Ta HBo1r —2d2 0 —Ho1 —2oy
My | _ EI dps 0 T2 29y
Pp L 4 0 0
Tg S 1 M Bo1 1o

| M3 | i 4¢3
Donde:

b = (kL)?sin kL

"7 12(2 = 2cos kL — kLsinkL)
by = (kL)*(1 — cos kL)

> 6(2—2coskL — kLsin kL)
by = kL(sin kL — kL coskL)

> 4(2—2coskL — kLsin kL)

kL(kL — sinkL)

b4 =

2(2 —2coskL — kLsinkL)

UA
ua

uUp
Up

(2.338)

(2.339)

(2.340)

(2.341)

(2.342)

(2.343)

(2.344)

En el caso de no existir carga axial, estas funciones valen la unidad:

Im¢o; =lim¢ps =limeps =limep, =1
k—0 ¢1 k—0 ¢2 k—0 ¢3 k—0 ¢4

(2.345)
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Por lo que la matriz de rigidez [K*| toma la forma de la matriz de rigidez
[Ko], que surge del analisis de primer orden de la barra, es decir, si no se
tiene en cuenta la influencia de la carga axial:

- -
40 0 -4 0 0
26 g _12 _6
Bl L2 4L 0 6L2 2L
[Ko] = — a I (2.346)
40 0
12 6
S I M L s
4 -

Volviendo al sistema general (2.340), podemos ver como la incognita, k,
estd envuelta dentro de expresiones trigonométricas, por lo que resulta dificil
trabajar con ella y despejarla finalmente del sistema.

En la bibliografia [8, 7|, se puede ver como diversos autores solucionan
este problema desarrollando en serie las entidades trigonométricas de las
funciones de estabilidad, de tal forma que:

L+ 302 Gy~ (RL)?)"
12 AR - (kL))
by = 2 + Zn 1( 2n+i_1£ (kL) ] (2.348)
6 [+ T, A - (kL
1 2(n+1) 21n
by = 5t Dt | 2n+i2'1£ (KL)?] (2.349)
4 12+Zn 1 2:+4 - (kL)] ]
6 + Zn 1 m[_<kL) "

Py = (2.350)
2| &+ 0, A - (kL)

Las expresiones obtemdas corresponden a series convergentes, pero su
suma no puede aproximarse a ninguna expresion sencilla y manejable. Por
tanto, se opta por truncar la serie y tomar sélo los dos primeros términos
a costa de perder algo de precision en la solucion. Segin esto, y tomando
k* = P/FEI, la matriz [K*], puede expresarse como suma de dos matrices:

(2.347)

L -
40 0 -4 0 0
12 6 g _12 _6
pr| " 4 0 &S
o 2 L _
K= 4.0 0
S 1 M s
L 4 -
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[0 0 0O 0 0 0 ]
6 _1 g _6 _1
5L io 0 isL _f
_ 15 10 30
P 0 0 0 (2.351)
S I M 5 L
5L ﬁ
L 15
O simbdlicamente:
(K] = [Ko] — P[K,) (2.352)

Donde [Ky), es la matriz de rigidez de primer orden, y [K,|, es la matriz
de rigidez geométrica, la cual incluye los efectos de segundo orden generados
por la carga axial, P, en la matriz de rigidez completa, [K*].

Se puede observar como la matriz geométrica va restando a la matriz de
primer orden, lo cual supone que una barra sometida a una carga axial de
compresion, tiene una rigidez, [K*], menor que la de una barra en las mismas
condiciones y no comprimida, cuya rigidez viene determinada por [Kj).

Tenemos entonces que el sistema de ecuaciones que define el equilibrio de
la barra es:

{f} = [[Ko] = P[K ]{d} (2.353)

Por tanto, ya tenemos el sistema que rige el comportamiento a pandeo de
una barra genérica conectada a una red estructural.

El siguiente paso seria particularizar este sistema genérico para las dife-
rentes barras de una estructura concreta. Asi pues, en una estructura existi-
rian barras que no soportarian axial, otras en las que no habria flectores, etc.
De esta manera, a cada barra de la estructura le corresponderia un sistema
con una matriz de rigidez asociada, la cual seria s6lo un caso particular de
la matriz de rigidez, [K*|, analizada anteriormente.

A continuacion deberiamos ensamblar las matrices de rigidez de cada una
de las barras, obteniéndo asi la matriz de rigidez de la estructura completa,
[K}]. Segun esto, el sistema de ecuaciones de la estructura completa seria:

{F} = [K7{D} = [[Kox] — P[Kyr]{D} (2.354)

Para obtener la carga de pandeo, simplemente tenemos que aplicar la
condiciéon de equilibrio en el momento de la bifurcacion, la cual implica que
el determinante de la matriz de rigidez debe ser nulo:
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det[K%] = 0 = det[[Kor] — P[K, ] = 0 (2.355)

Como podemos ver en esta ecuacion, la obtencion del valor de P necesario
para producirse el pandeo, es matematicamente un problema de autovalores.
Cada autovalor obtenido corresponde a una carga de pandeo, y sus respectivos
autovectores corresponden a los diferentes modos de pandeo.

De la resolucion del determinante surge la ecuacion caracteristica de la
estructura, polinomio cuyas raices seran los diferentes autovalores buscados.
Solo el menor de esos autovalores sera el que nos de la carga de pandeo de la
estructura, P, v, que serd la carga a la que se producird el pandeo en la barra
mas desfavorecida de la estructura.

Cabe decir que el método de la matriz de rigidez sbélo es valido para
analizar el pandeo en una estructura completa, ya que para una tnica barra
aislada, la resolucién del sistema de ecuaciones conduce a una solucion trivial

en la que el determinante de la matriz de rigidez se anula para cualquier valor
de P.

2.1.2. La columna real
2.1.2.1. Definicién de columna real

Hasta ahora hemos analizado la columna ideal, la cual como vimos ante-
riormente tenia ciertas caracteristicas:

= La carga axial a la que estd sometida es centrada, es decir, no existe
excentricidad de la carga respecto de la directriz de la barra.

= La barra es perfectamente recta, sin ninguna curvatura inicial por im-
perfecciones de fabricacion.

= El material de la barra es is6tropo y homogéneo.

s No existen tensiones residuales en la barra debidas a su fabricacion.

Pues bien, en realidad estos requisitos son imposibles de cumplir por los
elementos estructurales empleados en construcciéon, por perfecto que sea su
proceso de fabricacion y puesta en obra. Esto nos lleva a tener que dar un
paso mas, y estudiar el fenomeno de pandeo por flexion en columnas reales
o imperfectas. Dichas columnas o barras reales tienen las siguientes peculia-
ridades:
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= La carga axial no actia de manera centrada, sino con una pequena
excentricidad.

= La barra tiene una pequena deformacion inicial, debida a imperfeccio-
nes en el proceso de fabricacion.

= El material no es perfectamente is6tropo ni homogéneo.

= Pueden existir tensiones residuales procedentes del proceso de fabrica-
cion.

De estas cuatro caracteristicas, las dos tltimas son dificilmente evaluables,
por lo que se suelen englobar en los coeficientes de mayoraciéon. Sin embar-
go, la excentricidad y la deformacién inicial, como veremos mas adelante, si
pueden ser factores a tener en cuenta para el analisis de la columna real.

2.1.2.2. Teoria de la divergencia del equilibrio

Cuando analizabamos la columna ideal, veiamos como su estudio se basa-
ba en la teoria de la bifurcacion del equilibrio, la cual suponia que cuando la
carga axial de compresion, P, va aumentando, la barra solo sufre deforma-
ciones lineales (equilibrio estable), hasta que P alcanza el valor de la carga
de pandeo, P,, momento en el cual existe un equilibrio neutro, y a partir del
cual, si la carga sigue aumentando, se alcanzara el estado de deformaciones
no lineales (equilibrio inestable), con la consecuente rotura de la barra.

Sin embargo, al analizar la columna real, la situacion es algo diferente.
En este caso, es de aplicacion la teoria de la divergencia del equilibrio. Aqui
debemos tener en cuenta que al ser la columna real, esta parte con una cur-
vatura inicial, y a su vez, la carga axial actiia con una pequena excentricidad,
factores que hacen que en el primer momento en que comienza a actuar la
carga axial, P, comiencen a producirse deformaciones no lineales y momentos
flectores. Esto supone que, en este caso, no tendremos un punto de bifurca-
cion del equilibrio en el cual comiencen bruscamente las deformaciones no
lineales, sino que ahora dichas deformaciones estaran ya presentes desde el
principio, existiendo una divergencia del equilibrio, que desde que comieza a
actuar la carga axial, lleva a la barra desde el equilibrio estable inicial a la
situacion de rotura, de manera suave y continuada, sin pasar por un punto
de transiciéon o de equilibrio neutro.

No obstante, a pesar de que existan deformaciones no lineales desde la
aparicion de la carga axial, habra un momento a partir del cual la barra pase
del equilibrio estable al inestable. Esto ocurrird cuando la carga axial, P,
alcance el valor de la carga de pandeo, P,, que en el caso de la columna real,
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P
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equilibrio
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Divergencia del
equilibric

Figura 2.21: Divergencia del equilibrio

como se dijo anteriormente, suele recibir el nombre de carga critica, P.., para
distinguirla de su homologa para la columna ideal.

En la Figura 2.21 se puede observar la grafica carga-desplazamiento en el
que se muestra la evolucion del sistema.

2.1.2.3. Evaluacién de la excentricidad de la carga axial. Férmula
de la secante

Vamos a analizar una columna de longitud L, inercia [, biarticulada, y
sometida a una carga axial, P, descentrada en sus extremos. El caso a estu-
diar es similar al primer caso de Fuler, pero con la particularidad de que la
carga axial tiene una pequena excentricidad, e (Figura 2.22).

Estudiando el diagrama de cuerpo libre, obtenemos los momentos interno
y externo a la barra:

Momento externo: M, (z) = P - (v(z) + €)
Momento interno: My, (z) = —E1 - v"(x)

Igualando ambos momentos se llega a la siguiente condicion de equilibrio:
EIV"(z) 4+ P(v(z) +e) =0 (2.356)

Introduciendo el parametro:

P
2
= 2.
ST (2:357)
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Figura 2.22: Barra biarticulada sometida a carga azxial descentrada

Tenemos la siguiente ecuaciéon diferencial:

V' (x) + k*(v(z) +e) =0 (2.358)

Cuya solucién general es:

v(x) = Asinkx 4+ Bceoskxr — e (2.359)

Y sus derivadas:
V'(x) = Ak cos kx — Bsin kx (2.360)
V" (1) = —Ak?sin kz — Bk? cos kx (2.361)

Para despejar las constantes A y B, aplicamos las condiciones de contorno:

v(0) =0 (2.362)
v(L) =0 (2.363)

v"(0) =0 (2.364)
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V(L) =0 (2.365)
Resultando:
1 —coskL
= 2.366
sinkL ( )
B=c¢ (2.367)
Con lo que la ecuaciéon de la deformada queda finalmente:
1 —coskL .
v(r)=e {W sin kx + cos kx — 1] (2.368)
Y sus derivadas:
1 —coskL
(1) =e | — "™ i 2.
v'(z) =e [ — k cos kx — sin kx] (2.369)
1 —coskL
" _ 2 : 2
v (z) = —e {—sin 57 k*sin kx + k* cos kx] (2.370)

Por otra parte, la ecuaciéon de momentos flectores es:

1—-coskL

M(z) = —EIv"(z) = EI -
(@) v(a) e{ sin kL

k? sin kx + k? cos kx} (2.371)

Calculo de los coeficientes de amplificacién de la flecha, ®;(z) y del
momento, ¥,,(z)

Podemos realizar un estudio de las amplificaciones producidas. Para ello,
recurrimos al analisis de primer orden de las deformaciones y momentos ge-
nerados por el axial P antes de llegar a producirse el pandeo.

La ecuacion de la deformada de primer orden es:

y(x) = SE] (L—2x)z (2.372)
Y sus derivadas:
P-e
/ — —
y'(z) = ST (L —2x) (2.373)
P.
y'(z) = — ‘ (2.374)




CAPITULO 2. LA BARRA AISLADA DE INERCIA CONSTANTE 84

Segun esto, el coeficiente de amplificacion de la flecha es:

v(xz) e ﬁﬂ sinkkx + coskx — 1
(I)f(x) — — [ kL :| _

y(x) (L — )z

1=coskl gipy ey + coskr — 1 2 [M sin kx + cos kx — 1}

sinkL _ — sin kL 2.375
E(L— ) k*(L — z)z ( )

Por otra parte, la ecuacién del momento de primer orden es:
M,(z) = —FEly"(z)=P-e (2.376)

Y por tanto, el coeficiente de amplificacion del momento es:

&, (x) = M(z)  EI-e [ k2 sinks + k? cos kx|
m - My(x) P-e B

B [%lﬁ sin kx + k? cos k;x] _ 1—coskL
- k2 "~ sinkL

sinkz + coskx  (2.377)

Calculo de la flecha y momento maximos, vy ¥ Mpnax

Por las condiciones de simetria, se puede ver facilmente como es en x =
L/2 donde se producen los valores méaximos para la flecha y el momento
flector. Segiin esto tenemos:

L P-e-L? E2L? - e
max — = == - 2.
Ymix =Y (2) SEI 8 (2.378)
L 16 sec EL gin? kL
b, =0, [2) = 2 4 2.
f,max f ( 9 ) L2]2 ( 379)

L 16sec 2 sin® EL | 212 kL . o kL
Uméx = U (5) = [ k22L2 1. 3 € 2e - sec o sin? T (2.380)
Si desarrollamos en serie la secante y el seno, y hacemos k = w/L+/P/P,,
obtenemos la expresion simplificada del coeficiente de amplificacion de la
flecha mdxima:

1
D max = ——F—
- (

)

(2.381)

I
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De tal manera que podemos escribir:

o 1 P.e-L?
Umsx = P fmax " Ymax = =
1 — (%) SET

P
1 e [125(%)
_ . - €_ ___é}.e (2.382)
1- (%) 1- (%)
Similarmente podemos hallar el momento maximo:
Mymsx =P -e (2.383)
L kL
Dy max = P (5) = sec —- (2.384)
L kL
Moyax = M (5) =P .e-sec o (2.385)

De nuevo, desarrollando en serie la secante, obtenemos una expresion
simplificada del coeficiente de amplificacion del momento mdximo:

1+0,2 <Pi;>

(bm,mzix X (2386)
1= (%)
Py

Y por tanto:

1402 ()
Mméx = (I)m,méx - M = |—F—| P € (2387)

Y, max P
1- (%)

Formula de la secante

Para llevar a la practica los resultados obtenidos del anélisis de la ex-
centricidad de la carga axial, debemos traducir los resultados a términos
de tensiones. Asi pues, la tension maxima generada por la carga axial P, y
excentricidad e, sera:

P + Mméxha,méx P + Mméxhoz,méx
Omix = 5 + ——F = 4+ =
A L A 2 A
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P Mméxha max
- {1 + —} (2.388)

2
Pz

Donde:

= P, es la carga axial aplicada en los extremos.

m A, es el area de la seccion resistente de la barra.

» Mix, €s el momento maximo que actiia sobre la barra.

" o max, €s la distancia desde el eje de trabajo, o, de la seccion resistente
hasta la arista exterior de dicha seccion.

= /., es el momento de inercia de la seccidn resistente respecto del eje de
trabajo, a.

= 7., es el radio de giro de la seccion resistente respecto del eje de trabajo,
a.

Por otra parte, como vimos anteriormente, el momento maximo teorico sobre
la barra es:

kL
Mpse = P - e - sec o (2.389)
O en su forma aproximada:
1402 ()
Mpsx = | ———<L| P-e (2.390)

1= (#)

Sustituyendo M4« en la ecuacion (2.388), obtenemos la llamada férmula
de la secante:

kL
2

: sec
12 2

«

L+ hamax - P - e - sec
Omax = A Pi2

o B 1+ €- ha,méx kL
A

(2.391)

Esta ecuacion nos permite hallar la carga axial P, que hace que se alcance
el valor del limite elastico del material (oymax = 0¢), limite que nos marcara
el diseno en el campo elastico.
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2.1.2.4. Evaluaciéon de la deformacién inicial. Férmula de Perry-
Robertson

Ahora estudiaremos una columna de longitud L, inercia I, biarticulada
y sometida a una carga axial, P, en sus extremos. Ademas, la barra parte
inicialmente con una deformaciéon o curvatura inicial.

En diversas referencias bibliograficas |2, 7, 8, 9], los autores proponen una
ecuacion para la curvatura inicial del siguiente tipo:

vo(z) = g sin W—LI (2.392)

Donde §y es la amplitud o flecha méaxima, situada en z = L/2 por razones
de simetria.

El problema a estudiar se muestra en la Figura 2.23. Los momentos ac-
tuantes son:

Momento externo: M, (x) = P - (v(z) + vo(x))
Momento interno: M, (z) = —EI -v"(x)

=
WO
L A
|} f Mint = -Elv
|
ol

Figura 2.23: Barra biarticulada con curvatura inicial

Igualando momentos obtenemos la ecuacion de equilibrio:



CAPITULO 2. LA BARRA AISLADA DE INERCIA CONSTANTE 88

EIV"(z) + P(v(x) + vo(x)) (2.393)

Introduciendo el parametro:

,» P
K= — (2.304)
Tenemos:
V() + k*(v(z) + vo()) =0 (2.395)
V(@) + k2 (v(x) + Sosin =) = 0 (2.396)

L
Ecuacién diferencial cuya solucion general es:

T

5o
v(x) = Asinkx + Bcoskx + LZIL (2.397)
() -1

Y sus derivadas:

k*7 Ly cos ™

k2726, sin =
T2 _ k22
Aplicando las condiciones de contorno obtenemos las constantes A y B:

v'(z) = Ak coskx — Bksinkx +

V() = —Ak*sin kx — Bk® cos kx + (2.399)

v(0) =0 (2.400)
o(L) =0 (2.401)
v"(0) = 0 (2.402)
v'(L) =0 (2.403)
Resultando:
A=0 (2.404)
B=0 (2.405)

Por lo que la finalmente la deformada queda:
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0g sin ==

e (2.406)

() -1
Pero para obtener la deformada total, debemos sumarle la deformada

inicial:

v(z) =

o sin Z*
vp(x) = v(x) +vo(z) = L?L + dp sin ™ _
(L) -1 L
kL
[ (72)” ]5 in L | sysin ™" (2.407)
= | 5| dosin — = | —————| dosin — :
(7p) -1 Lo =(%) L
Haciendo el cambio k = w/L\/P/P,, se llega a:
1 . TT
vp(z) = | ——— | dosin — (2.408)
EOIN
Pp
Y sus derivadas son:
1 T X
vp(x) = . (3) 5QZ cos — (2.409)
Py
-1 m™\2 . X
vi(z) = . <£> o (Z) sin =~ (2.410)
Pp
La ecuacién de los momentos flectores sera:
My(z) = —EIV!(z) = Puy(z) = Pdysin ”—Lx (2.411)
I 1 . X
Mry(x) = —EIv}(x) = Pup(z) = Péysin T (2.412)

=0

Calculo de los coeficientes de amplificacion de la flecha, ®;(z) y del
momento, ¢,,(x)

El coeficiente de amplificacion de la flecha es:

vr(z) _ v(z) +oo(z) _ v(x)

vo(z) vo () ~ wo(x) 1=

Py(x) =
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Josin;fw 2
_GE)e o () _
s F®) -l (@)

1 1

- _ (2.413)

Vemos que en esta ocasion este coeficiente es constante e independiente
de x.

Y el coeficiente de amplificacion del momento se halla de manera similar:

B Myp(x) B M (z) + My(z) B M (z) B Pu(x) B
(@) = T T T M) M) T T P LT
ICIC)RE ! (2.414)

UO(‘%‘) 1-— (?) 1— <%>

Que coincide justamente con el coeficiente de amplificacion de la flecha.

Al ser ambos coeficientes independientes de la abcisa de la barra, los
coeficientes de amplificacion mdzrimos también serdn los mismos. Asi pues,

finalmente podemos concluir que:

1

Dp = Ppmax = P = Pramax = ———~ (2.415)
- (%)
Calculo de la flecha y momento maximos, vrmax ¥ M7 max
En cuanto a la flecha tenemos:
L
Vo,max = Vo (5) = 0o (2.416)
1
Qg = Pp = ———— (2.417)
)
PP
L 1
VT max = UT (—) =|—F)7—1| (2.418)
2 1_

/N

£
PP

Y respecto al momento:
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L
Mo max = Mo (§> = Py (2.419)
1
Cbm,méx = (I)m = - (2420)
= (7)
PP
L 1
My max = Mr (—) = |—F——| Pd (2.421)
=R

Foérmula de Perry-Robertson

De nuevo, para dar una aplicaciéon practica a los resultados obtenidos del
analisis de la curvatura inicial, debemos pasar a términos de tensiones. Asi
pues, la tension maxima generada en la barra es:

P + MT,méxha,méx o P MT,méxha,mzix o

e e
P MT mé,xha max
=— |14 — 2.422
S R =) (2.422)

Donde:

= P, es la carga axial aplicada en los extremos.

= A, es el area de la seccion resistente de la barra.

» M7 msx, es el momento total maximo que actiia sobre la barra.

" o max, €s la distancia desde el eje de trabajo, o, de la seccion resistente
hasta la arista exterior de dicha seccion.

= /., es el momento de inercia de la seccién resistente respecto del eje de
trabajo, a.

= i,, es el radio de giro de la seccion resistente respecto del eje de trabajo,
.

Por otra parte, como vimos anteriormente, el momento maximo sobre la barra
es:

Pé, (2.423)
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Y sustituyendo Mr 4, en la ecuacion (2.422), obtenemos la llamada for-
mula de Perry-Robertson:

P
Oméx — — 1+

P a,max
| Y
a AL k()

Ecuacion que junto a la formula de la secante, permitira el diseno de
columnas reales dentro del dominio eléstico.

(2.424)

.
3

2.1.2.5. Meétodo de Dutheil

Las formulas de la secante y de Perry-Robertson, aunque abordan el pro-
blema de la columna real, sélo lo hacen de manera parcial, por lo que no
proporcionan una metodologia completa para evaluar globalmente el pandeo
por flexion en las barras reales. Esto hizo que mas tarde el ingeniero francés
Dutheil propusiera un método general para el estudio de la columna real,
que aborda el problema por un procedimiento algo diferente al que hasta en-
tonces otros autores venian utilizando. Esta metodologia es ademas sugerida
por la NBE, EA-95, actual normativa espanola sobre construcciones de acero.

Dutheil admitié que las imperfecciones referentes a la columna real se
producian simultidneamente:

= La barra parte con una curvatura inicial del tipo:

vo(x) = Sy sin W—Lx (2.425)

Esta es similar a la que tomaron Perry y Robertson.

= [a carga axial a la que estd sometida la columna tiene una pequena
excentricidad, e.

= El material no es is6tropo ni homogéneo.

= Existen tensiones residuales procedentes del proceso de fabricacion.

En la Figura 2.24, se muestra el esquema de un elemento diferencial de barra,
del cual se parte para el analisis.
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E"
;RFH F'1  Fi /

dx

Figura 2.24: Esquema de andlisis de Dutheil

Como vimos en el desarrollo de Perry-Robertson, la flecha maxima am-
plificada en la barra es:

Umsx = CI)f,méux(SO = |77~ (50 (2426)
=)
Pp
También, aplicando la ecuaciéon diferencial de la elastica, tenemos que el
valor de la curvatura en la barra es:

1 M(x)
— = 2.427
r(zx) EI ( )
Y por otra parte:
1
Mmé,x = Pvméx = 50P (2428)
- (%)
PP
De aqui tenemos que:
1 Mméx P max Pé
— = D omix 0 (2.429)

r EI El [1 _ (Pgﬂ El
Siendo r el radio de curvatura de la deformada en el punto donde se pro-
ducen My4x ¥V Umax-

En el momento de producirse el pandeo (P = P,,.):

(2.430)

1 P,d
r  EI
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Dutheil propone medir experimentalmente la curvatura producida en la
barra en el momento del pandeo, asi como la flecha inicial maxima, dy. De
esta manera podemos despejar la carga critica, P...

Tras llevar a cabo el experimento se comprobd que la carga critica ob-
tenida era inferior a la calculada en condiciones ideales (carga de pandeo o
de Euler), lo cual era de esperar, ya que las caracteristicas propias de las
columnas reales hacen que los momentos y las deformaciones sean mayores
y se produzca pandeo con un axial menor que en condiciones ideales.

Dutheil, en lugar de proponer una variante modificada de la férmula de
Euler que permitiera estimar la carga critica, pens6 en modificar el valor
teorico del modulo de elasticidad del material, para que la ecuacion (2.430)
diera resultados acordes con la experimentacion, dejando intacta la formula
de Euler, es decir, P, = P, = P . El proceso es el siguiente:

Supuso un mddulo de elasticidad reducido, que ademas es dependiente del
punto considerado dentro de la secciéon de la barra, ya que el material no es
totalmente homogéneo en toda la seccién. Concretamente, se supone que el
modulo de elasticidad varia radialmente desde el centro de la seccion hasta
la periferia de la misma. Segin esto tenemos:

_FE
140
Que es el modulo de elasticidad reducido correspondiente al eje de apli-

cacion de la carga axial, el cual no coincide con el eje central o directriz de
la barra, debido a la pequena excentricidad bajo la que actia el axial.

/

(2.431)

El
- 1+a

Es el médulo de elasticidad reducido correspondiente a la zona periférica
de la seccion de la barra.

B (2.432)

Por otra parte, al ser los modulos elasticos diferentes dependiendo de la
zona de la seccion, las deformaciones unitarias también variaran. Segin esto,
en la Figura 2.24, se puede ver como:

FF' = A(dz) = edx = %dm (2.433)
DF' = dx — %daz = <1 - %) dx = rda (2.434)

Y de aqui podemos despejar la curvatura:
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da 1 o
Z—(1-7) 2.435
dr  r < £ ( )
Por otra parte:
o o o(1+a)
FF] = edx = ﬁdx = g de= Fo dx (2.436)
1 1+a
o(l+a o oa
Y despejando la curvatura:
da oa
- = 2.438
de  E'y, ( )
Igualando las expresiones (2.435) y (2.438) tenemos:
1 o oa
“(1- —) - 2.439
r ( £ E'yy ( )

Por otra parte, el modulo de elasticidad es mucho mayor que la tension
de trabajo, por lo que:

o
<1 - E> ~1 (2.440)
Y por tanto:
1 oa
i 2.441
T E/yl ( )

Identificando la curvatura en la ecuacion (2.430):

P,é oa oa

_ _ (2.442)
EI  FE'y (l%b) Y1
Y despejando la flecha inicial méximas:
I(1+5b
5, = L1+ b)o (2.443)
Ppyl
Ahora podemos desarrollar el coeficiente de amplificacion modificado:
1 P/ O_/
Py mix = =—rt—-=_" (2.444)
1— ( P% ) P —P o,-0

También:
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2 (_E
p_mEL Tl Bl B (2.445)
P L? L? (1+0b)L* 140
P P o
=L = P =_"F 2.446
T AT AL+ L+ (2.446)
Y sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (2.444) queda:
1+0b
Dy = — /LD o (2.447)

op/(L+b)—0  o0,—(1+0b)o

Volviendo a la ecuacion (2.426) y sustituyendo en ella las expresiones
(2.443) y (2.447) tenemos:

op al(14b)o
op,— (1+b)o P,y
Dutheil experiment6 con perfiles de seccion “doble L” para diferentes va-

lores de las variables, y ajusto los parametros a y b obteniendo los siguientes
resultados:

(2.448)

Umiax = (I)f,mé,xcs() =

b~0,3 (2.449)

a(l+b) ~0,3=a~0,23 (2.450)

Y sustituyendo los valores de a y b, en la ecuacion (2.448) queda:
S Op 0,310
e op— 1,30 P

De tal manera que ya podemos conocer el valor del momento maximo
amplificado:

(2.451)

Mméx = Pvméx = £ : i : 073]0‘
P, op—130c

(2.452)

Conocido el momento méaximo, todo se reduce a un problema de flexion
compuesta. Segin esto, la tension total maxima a la que estd sometida la
barra es:

. B P n M st ot P 0,300,
or= TR =y I "B o~ 130
_ gy 2. 9300, _olo,—0) (2.453)

op 0p— 130 N op — 1,30
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Ademas habra un cierto valor critico del axial, P,,., que genere una tension
critica, o.. = P../A, tal que la tension total o sea igual al limite elastico del
material, es decir:

Ocr<0p - Uc’r)

=0, = 2.454
or =9 op — 1,30, ( )
De donde podemos despejar la tension critica:
1 1 )
Oer = i(ap + 1,30.) — A—L(Up +1,30.)? — 0,0, (2.455)
Luego Dutheil definio el coeficiente w:
o
— Z° 2.456
“ UCT ( )
Y establecié que la barra resistira frente a pandeo si:
7 S Ocr (2457)
Siendo P* la carga axial ponderada que actiia sobre la barra.
Si ponemos esta ecuacion en funciéon de w, tenemos:
P Oe
— < = 2.458
AT w ( )
Y finalmente:
P*
Aw <0, (2.459)

Por tanto, para comprobar una columna real a pandeo s6lo tendremos
que incrementar el axial actuante multiplicAindolo por el coeficiente w, y lue-
go comprobar que la tension resultante sea menor que el limite elastico del
material.

La estimacion de w se aborda de la siguiente forma:
O¢ Oe

we T _ (2.460)
Ger Lo, +1,30.) — \/i(ap +1,30.)? — 0,0,

Si multiplicamos numerador y denominador por la expresion conjugada
del denominador, también podemos expresarlo de la siguiente forma:
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%(ap + 1,30,) + \/%(Up +1,30.)? — 0,0, (2.461)
w = - )

Y sabemos que:

mE
Por lo que queda:

3(BE 4 130.) + /3 (B2 +130)° - o,
w = =5 (2.463)
)\2
Y de esta ecuacion, la tnica variable desconocida es la esbeltez mecénica,
A, por lo que podemos decir que w es inicamente funcion de la esbeltez:

w=w(A) (2.464)

Concretamente para el acero A-42b, el mas usado en estructuras resisten-
tes, tenemos:

= 0, = 2600kp/cm?
» £ =21-10%%p/cm?
Resultando finalmente:

w=0,5+8,15393 - 107 °\2+

+1/(0,5 + 8,15393 - 1075)2)2 — 1,25445 - 10—4\2 (2.465)

2.2. Columnas cortas y pandeo en el campo
plastico

Como se comentd al comienzo del capitulo 2, cuando las barras no son
muy esbeltas, sino mas bien cortas, puede que cuando se alcance la carga de
pandeo, el material se encuentre ya trabajando en el dominio inelastico.

Tradicionalmente las estructuras se disenaban para que aguantaran cargas
dentro del rango elastico, y por tanto si el pandeo pudiera producirse tras la
plastificacion del material, no era necesario tenerlo en cuenta, ya que la barra
nunca llegarfa a ese estado de tensiones. Sin embargo, los avances en teorfa de
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estructuras y resistencia de materiales han llevado a que hoy dia se disenien
gran parte de las estructuras resistentes para trabajar en el campo plastico,
debido a que se consigue un mejor aprovechamiento de las caracteristicas
resistentes del material, lo que conlleva un sustancial ahorro en las secciones
empleadas.

Esto implica que si una barra va a trabajar en la zona plastica, el pandeo,
si llega a producirse, lo hard también bajo esas condiciones de plasticidad, y
por tanto serd necesario analizar como se comporta la barra frente al feno-
meno de pandeo cuando en vez de trabajar en el campo elastico, lo hace en
el campo pléstico.

A continuacién se van a exponer dos teorias que abordan el problema del
pandeo ineldstico. Dichas teorias son tnicamente un complemento o modi-
ficacion de las teorias basicas existentes para el pandeo elastico, por lo que
solo se comentaran brevemente las diferencias fundamentales.

2.2.1. Teoria del m6dulo tangente

En 1889, el ingeniero aleman Engesser propuso la teoria del mddulo tan-
gente para describir el fendmeno de pandeo de barras comprimidas inelasti-
camente. Se asumieron las siguientes hipotesis de partida:

s La columna es ideal.

= Las secciones de la barra se mantienen planas también en el momento
del pandeo, cuando la barra comienza a curvarse.

= Cuano la barra comienza a curvarse, no se produce inversion de defor-
maciones a lo largo de la secciéon resistente. Esto supone que las fibras
de la zona traccionada no sufren deformacion en el sentido de dicha
traccion, es decir, toda la seccion de la barra ya esté plastificada.

El analisis comienza siendo similar al del primer caso de Euler. Tenemos una
barra biarticulada de longitud L, e inercia I.

En el caso de pandeo elastico, hemos usado el maodulo de elasticidad, F,
del material, el cual es la constante de proporcionalidad entre la tensiéon
aplicada y la deformacion producida, tal como indica la ley de Hooke:

o = Fe (2.466)

Donde E, representa la pendiente de una recta.
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Sin embargo, cuando superamos el valor del limite elastico del material,
o, la tension aplicada deja de relacionarse linealmente con la deformacion
producida, y la ecuacion pasa de ser una recta a ser una determinada curva
(Figura 2.25):

o= f(e) (2.467)
G A
4 ) I Et
Oe[— — —
||
||
| |
E
| |
| |
S
L =

Figura 2.25: Teoria del modulo tangente

Por tanto, cuando se supera el valor del limite elastico del material, la
pendiente de la curva ya deja de ser constante y de valor E, para pasar a ser
una pendiente variable, E(¢).

No obstante, observando la Figura 2.25, se puede ver que en el momento
que se alcanza la carga de pandeo para la barra, nombrada en este caso como
P,, nos encontraremos en un punto, ¢, de la curva plastica con dos coordena-
das concretas, o, y ¢, que son respectivamente la tension y la deformacion
en el momento del pandeo. En ese punto existird una pendiente concreta,
E(e:) = Ey, que sera la pendiente de la recta tangente a la curva o = f(g) en
el punto ¢. Por ello, Engesser llamé a dicha pendiente como mddulo tangente,
E;. La carga de pandeo, al producirse en ese punto t, y con una pendiente
igual al modulo tangente, E;, fue llamada como carga del mddulo tangente,
P,

En base a estas consideraciones, desarrollando por el método estatico el
problema tal como lo hizo Euler para el pandeo elastico, se obtiene que la
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carga de pandeo plastico o carga del médulo tangente de una barra aislada
es:

. 7T2Et]
o B2L2
Expresion similar a la obtenida por Euler, Pg, pero con la diferencia

de que en vez de aparecer el modulo de elasticidad, E, aparece el modulo
tangente, F;. Asi pues, podemos escribir:

P, (2.468)

7T2Et_[ o Et 7T2E_[ . Et

P = N ———
TR T B RL2OE

Py (2.469)

2.2.2. Teoria del m6édulo doble

Esta teoria también fue propuesta por Engesser en 1895. Las hipotesis de
partida son:

s [a columna es ideal.

= Las secciones de la barra se mantienen planas también en el momento
del pandeo, cuando la barra comienza a curvarse.

= Cuano la barra comienza a curvarse, se produce inversion de deforma-
ciones a lo largo de la seccion resistente, de tal manera que las fibras
de la zona traccionada experimentan una deformacion en el sentido de
dicha traccion.

Esta tltima consideracién supone que la zona traccionada de la seccion de
la barra debe tener atn propiedades elasticas, por lo que la secciéon se divide
en dos zonas, una sometida a tracciéon y con médulo de elasticidad E, y otra
sometida a compresiéon y con moédulo tangente F.

Por tanto, en este caso necesitamos los dos modulos, E'y E;, para definir el
comportamiento de la seccion resistente de la barra. De aqui surge el nombre
de teoria del mddulo doble (Figura 2.26).

El mddulo doble, FE,4, sera una combinacion de los médulos E'y E;, tal que
represente de manera ponderada las propiedades resistentes de la seccion de la
barra. Cada seccion particular tendrad un modulo doble diferente, el cual seré
funcion de la geometria de la barra. Asi pues, para una secciéon rectangular:

AEE
By=——— (2.470)

(VE+VE)

Y para una seccion en doble T:
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G A
ol Et
E
|
|
|
| £
I >
&
Figura 2.26: Teoria del modulo doble
2EF;
E, = 2471
‘T E+E (2471)

Desarrollando el andlisis estatico de la barra se llega facilmente a la carga
de pandeo, en este caso llamada carga del modulo doble:

2Bl E,m?El E
Tl 2l = Zdp, (2.472)

2 —
"TopI2 T OE 212 E



Capitulo 3

La barra aislada de 1nercia
variable

En este capitulo se hard una revision de los métodos y teorias propuestos
en la bibliografia que tratan de analizar y modelizar el comportamiento de la
barra aislada de inercia variable frente al fendmeno de pandeo. Como podre-
mos ver, si bien en el caso de la barra de inercia constante hay gran cantidad
de fuentes bibliograficas que tratan en profundidad el tema, en el caso de la
barra de inercia variable, la informacion disponible es bastante escasa.

Como se comentd en el capitulo 2, seccion 2.1.1.3, seguiremos nuestro
estudio por la via analitica, la cual representa el Gnico camino que nos per-
mitird entender verdaderamente cémo se produce el pandeo en la barra de
inercia variable.

3.1. Timoshenko

S. P. Timoshenko, en su libro Theory of elastic stability [30], analiza un
caso particular para una barra de inercia variable, el cual vamos a mostrar
en esta seccion.

El primer paso para analizar el pandeo en una barra de inercia varible, es
definir la geometria de dicha barra, y para ello es fundamental establecer una
ley de variacion de inercia. Este autor propuso una ley general muy versatil:

I(z) = I, (g)n (3.1)

Donde z, representa la longitud de la barra, I,, es el momento de inercia
menor de la barra, a, es la longitud ficticia que resulta de prolongar las aristas

103
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de la barra hasta su concurrencia (Figura 3.1), y n, es un exponente que varia
dependiendo de la forma de la seccién de la barra.

El exponente n = 2, representa bastante bien la mayoria de las secciones
empleadas en la construccion, en especial las secciones rectangulares y las
secciones en [ o doble T, por lo que es el mas usado por la mayoria de
autores.

-7 la+L
ha+L
Aa+l
L
la
-1 Ra
Piop
¥ | -
; X
d
ke

Figura 3.1: Barra de inercia variable

En la figura también se definen los cantos minimo, h,, y maximo, h, .
En base a estos parametros, Timoshenko estableci6 el llamado coeficiente de
ahusamiento, v, de la barra:

N = L o ha—i—L - ha
a h,
Segtn esto, podemos obtener una relaciéon directa entre los momentos de
inercia de los extremos de la barra:

(3.2)

I(a) =1, (3.3)
I(a+L):Ia(azL) =I,(1+7)° = I (3.4)

Ia-l—L o [a (1 + 7)2
Iy I,
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Una vez definida la geometria de la barra, este autor analiz6, por el mé-
todo estatico, un caso particular para una barra empotrada en un extremo
y libre en el otro, y sometida a una carga axial, P, en ambos extremos, tal
como se muestra en la Figura 3.2.

o

4

+
| /Mint= ElV"
| }

a+l-x |

%F' \%am:lﬂﬂ

Figura 3.2: Esquema de andlisis de Timoshenko

Estableciendo las condiciones de equilibrio de fuerzas y momentos inter-
nos y externos a la barra, tenemos que:

Momento externo: My, = P-v(z) — P- A
Momento interno: M;,, = El(z) -v"(x) = El, (%)2 0" (x)

Con lo que la condicion de equilibrio es:

2
EI, (f) V" (z) + Pv(z) — PA =0 (3.6)
a
Introduciendo el parametro:
P
2 __
k* = EL (3.7)

La ecuacion queda:
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22" (x) + k*a®v(z) — K*a®*A = 0 (3.8)

Ecuacion diferencial de segundo orden que corresponde al tipo de las
ecuaciones de Fuler, la cual se transforma en una ecuacion diferencial lineal
de coeficientes constantes haciendo el cambio de variable:

Tt (3.9)
a
Dicho cambio se muestra a continuacion:

dv dv dt 1 dv

= A
dv  dtdr zdt (3.10)
v d (ldv _1ddv+dvd1_1d%_1dv
de?  dz \zdt) zdedt  dtdex 22d> 22 dt
v d*v  dv
> A 3.11
T a T e @ (3.11)
Sustituyendo la ecuacion (3.11) en la (3.8) tenemos:
V" (t) — V' (t) + K*a*v(t) — K*a*A = 0 (3.12)

Esta ecuacion diferencial de coeficientes constantes tiene la siguiente so-
lucion general:

v(t) = AVetsin 6t + BV et cos 6t + A (3.13)

— [/ (ka2 -1 ,/ kL ! (3.14)

Deshaciendo el cambio de variable, la ecuacion (3.13) queda:

v(z) = A\/gsin <(51n g) + B\/gcos (5111 g) + A (3.15)

Para conocer las constantes A y B debemos aplicar las condiciones de
contorno de la barra:

Donde:

v(a) =A (3.16)

va+L)=0 (3.17)
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V(a+L)=0 (3.18)
Aplicando la primera condiciéon tenemos que B = 0, y si aplicamos la

segunda, se obtiene que:

—A
A= VI+vsin(6In(1 + 7)) (319

Asi pues la ecuacion de la deformada queda:

—A z x
v(x) = T sm 0ln(1+ 7)) \/gsm <5ln a) + A (3.20)

Finalmente aplicando la tltima condicion (3.18) se llega a:

tan(oIn(1 ++)) = —26 (3.21)

Esta es una ecuacion trigonométrica de la que despejar ¢ analiticamente
es imposible de manera exacta. Timoshenko propone resolver la ecuacion de
manera numeérica, una vez conocido el valor de 7. De esta manera se obtiene
el menor valor de ¢ que satisface la ecuacién, y de ahi podemos despejar el
valor de k, y por tanto la carga de pandeo, P,:

EL\? 1 v 1
0= — ) —-=k=24/2+- 22
( S ) i 7 +7 (3.22)
Y sabiendo que:
P

K = 3.23
B (3.23)

Podemos despejar la carga de pandeo de la barra:

2(6%+ 1) El, El
p,=" (0% +3) Bl _ mEL (3.24)

L? L?

Donde podemos ver que la carga de pandeo de la barra de inercia variable
depende directamente del coeficiente de ahusamiento, v, y del pardmetro 9,
el cual se obtiene de la condicion de equilibrio de la barra, como comentamos
anteriormente. Ambos parametros se pueden englobar en uno sélo, m, que
Timoshenko calculé de manera discreta plasméndolo en el Cuadro 3.1.

Se puede ver como para I,/I,.; = 1, la barra es de inercia constante, y
el valor de m reproduce justamente la carga de pandeo de Euler para una
barra empotrada-libre:
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fa\o \0.1\0.2\0.3\0.4\0.5\0.6\0.7\0.8\0.9\ 1

; L;LL 10.25]1.35|1.59 | 1.76 | 1.90

o
[N}
DN
—_
[\
[\
wo
—
o
w
N
=)
[\
~
H~

Cuadro 3.1: Valores de m para la carga de pandeo

mEl, 7w*EI,
P, = 2 iz Pg (3.25)
Como veremos, a lo largo de este trabajo se obtendran expresiones ana-
liticas aproximadas para el calculo de §, que resultaran de gran utilidad, ya

que no requieren el apoyo informético para el calculo.

3.2. Cudés y Quintero

V. Cudés y F. Quintero, en su libro Estructuras metdlicas. La pieza ais-
lada. Inestabilidad [9], analizan la barra de inercia variable partiendo del
mismo anélisis estatico que realizd Timoshenko, e intentan modelizarla como
una barra de inercia constante. Dicha inercia serd una inercia equivalente,
I.,, tal que la carga de pandeo de una barra de inercia variable, I(z), y lon-
gitud, L, sea igual a la carga de pandeo de una barra de inercia constante,
I.,, y de la misma longitud que la anterior (Figura 3.3). Ademaés, la longitud
de pandeo a considerar para la barra de inercia variable serd la misma que
aparece en los casos de Euler!, es decir, en este caso tendremos L, = 2L, ya
que la barra es empotrada-libre. Segiin esto tenemos que:

2
p, = bl _ T Bl (3.26)
L? 4172

De la equivalencia (3.26) podemos despejar facilmente el valor del mo-

mento de inercia equivalente:

4dm
5 I, =0bl, (3.27)

T

I, =

También podemos conocer a que altura de la barra de inercia variable
esta la seccion de inercia equivalente:

2 4
xeq) =y (3.28)
a

T2

Iog = I(weg) = I

' Mas adelante podremos ver como la longitud de pandeo de una barra de inercia variable
no coincide, en la mayoria de los casos, con la longitud de pandeo de su barra equivalente
de inercia constante, aun teniendo ambas las mismas condiciones de sustentacién en sus
extremos.
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P 47 érp

—r= leg |
| )
| Lk=2L
|
|

L
|
|
|

Tr Te
Figura 3.3: Barra de inercia equivalente
2y/m
Leq = L =cL (329)

T
Como se puede ver, tanto el valor de I.4, como su posicién en la barra, x4, son
funcion de b y ¢, los cuales dependen tinicamente del grado de ahusamiento,
v, de la barra de inercia variable.

3.3. Ballio y Mazzolani

G. Ballio y F. M. Mazzolani, en su libro Theory and design of steel struc-
tures |4], realizan un analisis similar al de Cudés y Quintero, modelizando
la barra de inercia variable como una barra de inercia constante equivalente.
Sin embargo, estos autores analizan el caso de una barra biarticulada, en vez
de empotrada-libre como hicieron los autores anteriores.

En este caso, los autores proponen que el momento de inercia equivalente
de la barra es:

0,92
L,= 008+ 21, =0, .
. (0 08 + 1+7> (3.30)
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3.4. Galambos

T. V. Galambos, en su libro Guide to stability design criteria for metal
structures [14], se centra también en la barra biarticulada de inercia variable,
pero con un enfoque ligeramente diferente a los vistos anteriormente. Este
autor, aunque también modeliza la barra como una de inercia constante, no
usa el concepto de momento de inercia equivalente, /.4, sino que establece el
llamado coeficiente de esbeltez equivalente, [(eq.

Segtin esto, la carga de pandeo de una barra de inercia variable, I(x), y
longitud, L, serd igual a la de una barra con inercia constante, e igual a la
inercia menor de la barra, I,, y con una longitud, L., = (¢,L, denominada
longitud equivalente (Figura 3.4). Asi pues:

p_ mEl, mFI,
[ f—
L2 ﬁquQ

(3.31)

a - ‘i la
e |
|
|
|
Leq:BeqL |
- > |
|
|
|

Figura 3.4: Barra de longitud equivalente

Por tanto, el coeficiente de pandeo equivalente se puede expresar como:

Beq = (3.32)

=
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El autor propone el siguiente coeficiente ajustado experimentalmente en
funcion del ahusamiento de la barra, ~:

Beg =1 — 0,375 + 0,087%(1 — 0,07757) (3.33)

3.5. Belluzi

O. Belluzi, en su libro Ciencia de la construccion |5], propone emplear el
método energético para abordar el problema de la barra de inercia variable,
de tal manera que la carga de pandeo se ajusta a una expresion del tipo:

o Effv(2)?-de
Pt ==

3 (3.34)
0 1((93) ~dx
O bien:
L
pint _ Bl 1@ (@)” - de (3.35)

g fOL v'(2)? - dw

Dependiendo de si usamos el momento externo o interno en el cilculo del
trabajo de deformacién, usaremos una u otra expresion.

Como ya es sabido, la dificultad del método energético reside en la esti-
macion de una ley de la deformada, v(z), que se amolde bien al problema.
No obstante, en principio, con que la ecuaciéon cumpla las condiciones de
contorno de la barra es suficiente para obtener una buena aproximacion a la
carga de pandeo. Ademaés, siempre se puede seguir afinando en la ecuacion
de v(z) por iteraciones sucesivas.

3.6. NBE, EA-95

En la norma espanola de estructuras metdalicas, EA-95, se propone un
método a seguir para el célculo a pandeo de barras biarticuladas de inercia
variable. Se expone a continuacién:

Art® 3.2.5.4

La esbeltez mecéanica de una pieza de seccion variable, con extremos ar-
ticulados, se calculard tomando el siguiente valor del radio de giro:
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Clméx

A

i (3.36)

Donde:

= [4x, €s el momento de inercia maximo respecto del eje normal al plano
de pandeo considerado.

= A, es el valor medio del area de la seccion resistente a lo largo de la
pieza.

= ¢, es un coeficiente que depende de la geometria de la barra.

Segun esto, la esbeltez mecanica sera:

Ly

cl, méx

A:

(3.37)

m

Siendo Ly, la longitud de pandeo de la barra, que en este caso coincide
con la propia longitud real de la barra, L, por tratarse de una barra articu-
lada en ambos extremos.

La carga de pandeo vendra dada por la siguiente expresion:

P w2 Ecl i
PTor

Es decir, al igual que otros autores, se propone la modelizaciéon de la barra

de inercia variable como una barra de inercia constante equivalente, siendo

en este caso Iog = clmsx.

(3.38)



Parte 11

Analisis de pandeo por flexiéon en
barras de inercia variable con
diversas condiciones de
sustentacion
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Capitulo 4
Objetivos y justificacion

Como objetivo principal de este trabajo se pretende realizar una aporta-
cion al estudio del pandeo por flexion en barras aisladas de inercia variable,
considerando diversas condiciones de sustentacién en sus extremos que nos
permitan cubrir un gran abanico de posibilidades a la hora del diseno de
este tipo de elementos. En todo momento el analisis se centrara en columnas
o barras ideales, ya que a partir de los resultados obtenidos para estas, es
posible definir el comportamiento de la columna real, de manera inmedia-
ta, mediante la aplicaciéon de los métodos propios de las barras de inercia
constante.

No se tratara en este trabajo el pandeo de redes estructurales complejas,
pero si se prestard atencion a las diversas vinculaciones en los extremos de
la barra que puedan modelizar, en cierta forma, la unién de dicha barra con
otros elementos de una red estructural.

Para cumplir el objetivo principal se estableceran los siguientes objetivos
parciales:

1. Analisis sistematico del fenémeno de pandeo por flexiéon en la barra
aislada de inercia variable mediante el uso de la via analitica. De esta
manera intentaremos conocer la esencia del fenémeno de pandeo en
este tipo de barras, observando como se comportan bajo diferentes
condiciones de carga y sustentacion.

2. Propuesta de un método para el calculo y la comprobacién de pandeo
en barras de inercia variable. Se intentard proponer un modelo para
representar la barra de inercia variable como una barra equivalente de
inercia constante, prestando especial atencién a la estimaciéon de los pa-
rametros representativos tales como longitudes equivalentes, momentos
de inercia equivalentes, esbelteces, radios de giro, etc.
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3. Elaboracion de diagramas, tablas y graficos que faciliten la aplicacion
de la metodologia de calculo propuesta.

4. Resolucion de algunos problemas practicos para contrastar los resulta-
dos obtenidos por la metodologia propuesta con los resultantes de otros
métodos recogidos en la bibliografia.

Como justificacion a este trabajo, es importante resaltar que los perfiles con
inercia variable son cada vez mas empleados en la construcciéon de naves
industriales, ya que estos permiten una mejor optimizacion de la estructura
y un consecuente ahorro de material, sobre todo en poérticos en los que las
luces a salvar son muy elevadas.

A esto se suma que, como hemos podido observar en el capitulo 3, la
informacion disponible en la bibliografia sobre el pandeo por flexion en la
barra de inercia variable es bastante escasa. Ademas, los autores sélo tratan
el tema de manera muy superficial, con lo que es dificil obtener conclusiones
validas y utiles para afrontar el problema que nos ocupa.

Esta falta de informacion puede ser debida a que, hoy en dia, el calculo de
estructuras compuestas por elementos de inercia variable esté4 ya resuelto por
las aplicaciones informaticas y los métodos numéricos. Esto ha dado lugar
a que los investigadores hayan abandonado este tema como via de estudio
prioritaria.

Sin embargo, en nuestra opinion, el problema del pandeo en barras de
inercia variable no parece estar aun completamente claro. Existen soluciones
numéricas y cuantitativas a problemas concretos, pero no existe una postura
clara y consensuada en cuanto a las caracteristicas basicas cualitativas del
fenomeno de pandeo en este tipo de piezas. Esto se ha podido comprobar en
la revision bibliografica realizada.

Es frecuente que en la mayoria de las ocasiones, cuando se calculan es-
tructuras con elementos de inercia variable, se sobredimensionen algunas sec-
ciones para tener seguridad de que el pandeo no serd un problema. Esta es
una practica que va en contra de la filosofia de la barra de inercia variable,
ya que si son elementos fabricados para optimizar, no parece logico el sobre-
dimensionar dichos elementos por un problema de incertidumbre de lo que
pueda ocurrir en condiciones de inestabilidad.

Creemos por tanto que hay que abordar el problema comenzando desde
el origen, y haciendo un analisis cualitativo completo del fenémeno que nos
permita entenderlo con claridad, para posteriormente proponer modelos de
calculo validos y fiables.

El uso de la via analitica para la resolucion de las condiciones de equilibrio
de las barras, asi como la obtencion de cargas de pandeo y otros pardmetros
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de interés, como se coment6 en 2.1.1.3, se debe a que es la tinica manera
de conocer como se comporta la barra frente a pandeo como una unidad
estructural.

Los métodos numéricos de calculo, discretizan la barra y asocian las con-
diciones de equilibrio a rebanadas infinitesimales de la misma, de tal manera
que los resultados obtenidos, aun siendo validos, no representan el compor-
tamiento global de la barra. En definitiva, la via numeérica sblo proporciona
soluciones cuantitativas, mientras que la via analitica permite ademas obte-
ner una vision cualitativa del problema, que es esencialmente lo que se busca
en este trabajo.

Por tanto, creemos que merece la pena sacrificar la facilidad y potencia
de calculo de los métodos numéricos, y enfrentarnos a la resoluciéon analitica
de las ecuaciones de equilibrio, tarea dificil en la mayoria de los casos.



Capitulo 5

Materiales y métodos empleados

A continuacién se describiran, a grandes rasgos, los materiales y métodos
fisicos, matematicos y técnicos que se han empleado en la elaboracion de este
proyecto de investigacion, los cuales han sido necesarios para dar solucién al
problema planteado.

5.1. Material informatico

5.1.1. Equipo informatico

= Ordenador personal con procesador de 1.6 GHz y 480 MB de memoria
RAM. Disco duro con 40 GB de capacidad de almacenamiento.

= Impresora de inyeccion de tinta.

» Conexién a internet.

5.1.2. Programas informaéaticos

» Editor de texto LyX, Version 1.3.3-Win32.

Editor de texto Microsoft Word XP.

Visualizador de texto Adobe Reader 6.0.

Editor de diapositivas Microsoft PowerPoint XP.

Editor de hojas de calculo Microsoft Excel XP.

Programas de tratamiento matemaético y anélisis de datos: Mathematica
4.1, Derive 5.0, Maple 9.0, Matlab 5.3, Surfer 8.0.
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» Programas para diseno de imagenes y esquemas: Autocad 2005, Corel-
Draw 9.0.

5.2. Métodos referentes a la teoria de estructu-
ras

Entre las teorias y métodos referentes a la fisica (estatica) y al analisis
estructural que se han empleado en este trabajo, se incluyen nociones basicas
de resistencia de materiales y elasticidad, asi como conceptos de estabilidad
estructural que han sido incluidos en los capitulos 2 y 3 de este trabajo.

Toda esta informaciéon puede encontrarse también con mas detalle en las
referencias bibliograficas.

5.3. Métodos matematicos

En cuanto a la herramienta matematica empleada, se citaran las areas
fundamentales de conocimiento que han sido necesarias para la elaboracion
de este trabajo:

= Resoluciéon analitica y numérica de ecuaciones diferenciales.
= Ecuaciones potenciales y exponenciales.

= FEcuaciones trigonométricas.

= Nimeros complejos.

= Ecuaciones elipticas.

= Anélisis y representacion grafica de funciones.

= Sucesiones, series y suma de series.

= Geometria euclidea.

» Algebra lineal.



Capitulo 6

La columna 1deal de 1nercia
variable

En este capitulo analizaremos la columna ideal de inercia variable bajo
diferentes condiciones de sustentacion en sus extremos. Concretamente, in-
tentaremos reproducir los cinco casos que Euler desarrollé para la columna
de inercia constante, pero en este caso tendremos en cuenta que la inercia
es variable. Estudiaremos cada caso por el método estatico, el cual nos dara
soluciones exactas. Finalmente se obtendran los parametros fundamentales
que nos permitan caracterizar la barra de inercia constante equivalente a la
barra de inercia variable para cada uno de los cinco casos estudiados.

En el Anejo A de este trabajo, se muestran de manera resumida los re-
sultados obtenidos en este capitulo.

La barra a estudiar tendra las siguientes caracteristicas, mostradas en la
Figura 6.1:

= Longitud L.

» Longitud de convergencia de aristas a.
= Canto minimo h,.

» Canto maximo hq, g

» Area minima A,.

» Area maxima Agir-

= Momento de inercia minimo /.

= Momento de inercia maximo [, .
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- [a+L
ha+L
Aa+l
L
la
-1 ha
Ll
e | -
3 X
a
7L

Figura 6.1: Barra de inercia variable

= Coeficiente de ahusamiento, definido como:

L ha+L - ha

")/:—:

- 3 (6.1)

= Peso propio despreciable.

= Inercia variable segin la ley de Timoshenko:

I(z) = I, (ff (6.2)

a

De tal manera que I, se encuentraen r = a, e I, en x = a+ L. Por ello,
tenemos que entre ambos momentos de inercia extremos existe la relacién:

Tovr = [a(l + ’7)2 (6'3)

Lo que nos permite dar una nueva definicién del coeficiente de ahusa-
miento, la cual puede ser més practica:

]a+L
= —1 6.4
ot T (6.4)
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6.1. Columna de inercia variable biarticulada

6.1.1. Analisis estatico

El esquema de analisis se muestra en la Figura 6.2. El equilibrio de mo-
mentos es:

%F’
— L
y
L [/_(_#:'\
| Mint = -E[v"
x-d |
' |
7L . -
a ?F' %F'

Figura 6.2: Barra biarticulada de inercia variable

Momento externo: M., = P - v(x)
Momento interno: M;,, = —EI(z) -v"(x) = —FI, (%)2 v (x)

Igualando ambos momentos llegamos a la siguiente ecuacion de equilibrio:

2
El, (5> V' (2) + Po(z) = 0 (6.5)
a
Introduciendo el parametro:
P
K = 6.6
B (6.6)

La ecuacion queda:
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22" (x) + k*a*v(z) = 0 (6.7)

Ecuacion diferencial de segundo orden del tipo Fuler que, como vimos
anteriormente, se puede transformar en una E.D. lineal de coeficientes cons-
tantes haciendo el cambio de variable:

x t

Resolviendo y deshaciendo el cambio, llegamos a la siguiente soluciéon

general para la deformada:

o) = 4y [Zsn (31 2) + By [ cos (510 2) (6.9)
e e

Para conocer las constantes A y B, debemos aplicar las condiciones de
contorno:

Donde:

v(a) =0 (6.11)
v(a+ L) =0 (6.12)

Carga de pandeo

De la primera condicién se obtiene que B = 0, y aplicando la segunda
tenemos que:

Ay/1+vsin(0In(1++)) =0 (6.13)

sin(dIn(l1 ++v)) =0=6d6In(1 +v) =nnr (6.14)

n=1,2 3,..

Tomando n = 1 (primer modo de pandeo) y despejando §, queda:

5= i) (6.15)
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Si igualamos esta expresion con la definicion de 6 (6.10):

Podemos despejar k:

B (47?2 + 1n2(1 + 7)) 2
b= \/ 4L21n*(1 4 ) (6.17)

También sabemos que:

P
- El,

Por lo que despejando y reordenando términos, obtenemos la carga de
pandeo para la barra:

k? (6.18)

4% 4+ In?(1 + *| EI,
| i 7)) 2 6.19)
41n*(1 + ) L
Ecuacién que se puede expresar de manera simplificada como:
mEI,
P,= 72 (6.20)
Con:
472 + 1n*(1 + 2
= U0+ 9))y (6.21)

41n*(1 + )

Donde m es un pardmetro que depende exclusivamente del grado de ahu-
samiento de la barra, v. Si hallamos el limite de m cuando v — 0, es decir,
la inercia de la barra tiende a ser constante y de valor I, se obtiene:

lim m = 7 (6.22)
7—0

Por lo que la carga de pandeo quedaria:

mFEl,
12
Que es precisamente la expresion de la carga de pandeo de Euler para
una barra biarticulada de inercia constante I, (2.18).

Pp = (6.23)
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2 [ m ]
0.00 | 7 ~ 9.87
0.10 10.87
0.20 11.89
0.30 12.93
0.40 13.99
0.50 15.07
0.60 16.17
0.70 17.30
0.80 18.44
0.90 19.61
1.00 20.79
1.10 22.00
1.20 23.22
1.30 24.47
1.40 25.73
1.50 27.01
1.60 28.31
1.70 29.63
1.80 30.97
1.90 32.33
2.00 33.71

Cuadro 6.1: Factor m para la barra biarticulada de inercia variable

Por tanto, queda demostrado que la expresion (6.19) obtenida para la
barra biarticulada de inercia variable es correcta, y representa una generali-
zacion de la formula de Euler, que nos permite conocer la carga de pandeo
de una columna con variaciéon de inercia a partir de su coeficiente de ahusa-
miento, 7.

Para un célculo practico, la expresion (6.19) se ha desarrollado en el Cua-
dro 6.1, de manera que una vez conocido el grado de ahusamiento, v, podemos
saber inmediatamente el valor de m, y por tanto, el valor de la carga de pan-
deo. En dicho cuadro, v varia entre 0 y 2, que es el rango habitual de diseno
propuesto en la bibliografia [22].
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Deformada de la barra

Ahora pasaremos a estudiar con detalle la ecuacion de la deformada de
la barra, cuya expresion matematica es finalmente:

v(z) = A\/gsin (ﬁ In g) (6.24)

T 21 ™ T : ™ x
B Az |:ln(1+'y) COS (ln(1+'y) In Z) + sin (1n(1+’y) In E)}
N 2x

A\/§ [1 14 (my] sin (ﬁ In f)
- (6.26)

42

Y sus derivadas:

V()

(6.25)

2
= p- o mln 7 . mln 2
AVE {1 +4 (1n(1+'y)> } [1n(1+«,) cos <1n(1+7)> — 3sin <1n(1+ ))]

83

UW(I) _
(6.27)
La deformada es de tipo senoidal, pero con ciertas peculiaridades, ya que
debido al factor \/z/a, la funcién va aumentando su amplitud a medida que
aumenta z. Por otra parte, al existir un logaritmo dentro del seno, obtene-
mos una distancia entre puntos de inflexion creciente, es decir, la funcion
se va “estirando” a medida que aumenta x (Figura 6.3). Ademés, podemos
ver como la amplitud, Ay/x/a, queda indeterminada por la constante A, al
igual que veiamos en la barra de inercia constante, debido al empleo de la
expresion amproximada de la curvatura, ®(z) ~ v”(z).

Si seguimos analizando la curva de la deformada, podemos ver que en su
intervalo real, z € [a, a + L], es semejante a la deformada para la barra de
inercia constante (Figura 2.3), con la salvedad de que la flecha méxima no se
encuentra en el centro de la barra, x = a+ L/2, sino algo desplazada hacia el
extremo de menor inercia, ya que esa zona serd la menos rigida y por tanto
la méas deformable.

Podemos hallar la expresion de la flecha maxima y su posiciéon en la barra
aplicando la condicion v'(z) = 0, y despejando la abscisa « donde se produce
tal flecha:

V'(x) =0 (6.28)
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fv

Figura 6.3: Deformada de la barra biarticulada de inercia variable

T 21 s T : s T
A% |:ln(1+'y) Cos (111(1—‘,—’7) In 5) + sin <—ln(1+'y) In Eﬂ 0

o (6.29)

Como z se encuentra con certeza en el intervalo [a, a + L], y a # 0 por
motivos de diseno, podemos afirmar que x # 0, lo que nos permite concluir
que:

2T T

n(l+q) " (ln(l e g) sin (ﬁ In 2) =0 (6.30)

s T 2m
tan (m In 5) = i) (6.31)

Despejando = queda:

In(1
Tfmax = QEXP — Saul (6.32)

In(1+7)

T + arctan (—2—”>

Y la flecha maxima serd por tanto:

Umiax = U(l’f,méx) (633)
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Podemos comprobar facilmente que cuando la barra tiende a ser de inercia
constante, la flecha maxima se produce cerca de © = a + L/2, como era de
esperar. La demostracion se deduce del calculo del siguiente limite:

m (2 fmax — @) = = (6.34)

a—00 2

Momentos flectores en la barra

La ley de momentos flectores en la barra es:

M(z) =—FEI, <§)2U”(l’) =

X 2 X s 2 : s T
El, (%) AT [1 +4 <1n(1+w)> } Si (1n(1+w) In E) .
N 422 (6:35)

Si queremos conocer el momento maximo, debemos aplicar la condicion
M'(z) =0, o lo que es lo mismo v"'(z) = 0, y despejar la abscisa = donde se
produce dicho momento:

V"(x) =0 (6.36)

z

2 .
= - o . mln £ . Wlni
Az [1 +4 (ln(l+’y)> } |:ln(1+'y) oS <1n(1+~/)) — 3sin (1n(1+'¥))i|

813

(6.37)

Volviendo ha tener en cuenta que a # 0 y x # 0, tenemos que:

27 mln % mlnZ
————cos| —2—~ ) —3sin| —2~ ] =0 6.38
wr (nres) 9 (are) (0:3%)
T x 27
t —In—- | =——— 6.39
an (ln(l—i—fy) na> 3In(1+7) (6.39)
Despejando = queda:
arctan (Bln?f +v)>

Ty méx = A €XP — (6.40)

Y el momento maximo serd por tanto:
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Mmé.x = M(xm,mzix> (641)

Podemos comprobar también que si la barra tiende a ser de inercia cons-
tante, el momento maximo se produce en z = a + L/2:

lim (2 max — a) = = (6.42)

a—00 2

Longitud de pandeo

Aplicando la condicion de inflexion, v”(z) = 0, podemos hallar la distan-
cia entre puntos de inflexiéon consecutivos, es decir, la longitud de pandeo, Lj.
Como antes se ha comentado, el logaritmo que aparece dentro del seno hace
que la distancia entre puntos de inflexion sea creciente a medida que aumenta
x. Por ello, en este caso tendremos que fijarnos en la distancia entre puntos
de inflexién comprendidos en el intervalo fisico de la barra, « € [a, a + L], y
no el matemaético, x € R.

Segtn lo dicho, procedamos al calculo de la longitud de pandeo:

v(x) =0 (6.43)

2
AT {1 +4 () ] sin (0 2)

— = 44
e 0 (6.44)
7T x milnZ
in|{ ———In— | = — = A4
Sm(ln(l—i—”y) na) 0:>ln(1—|—’y) nm (6.45)
n=20,1, 2,3, ..
x
In o= nin(l+7) (6.46)
L
Y =nl (a+ ) (6.47)
a a
L n
Z_ (“ ) (6.48)
a a

La distancia entre puntos de inflexion serd igual al incremento de x entre
ny n+ 1 dentro del intervalo x € [a, a + L], siendo en este caso n = 0y
n=1:
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n=0="=1=u1=a (6.49)
a
L
n=1=L -t Lt (6.50)
a a
Por tanto:
Ly=Ar=xz;—zo=(a+L)—a=1L (6.51)

Se puede ver que la longitud de pandeo coincide con la longitud real de
la barra, L, al igual que veiamos en el caso de la barra de inercia constante
(caso 1 de Euler, (2.28)), con lo que el coeficiente de esbeltez es 5 = 1. Esto
nos permite afirmar que la longitud de pandeo de una columna biarticula-
da es siempre igual a su propia longitud, independientemente del grado de
ahusamiento de la barra.

6.1.2. Columna equivalente

Una vez estudiada la columna biarticulada de inercia variable, pasaremos
a modelizar esta como una columna equivalente de inercia constante. Esto
nos permitird resolver el problema del pandeo de una manera mas practica.

Se pretenden obtener los pardmetros caracteristicos de una barra de sec-
cion e inercia constante que tenga la misma carga de pandeo y longitud de
pandeo que la barra de inercia variable que estamos estudiando, tal y como
se muestra en la Figura 6.4.

Segiin esto, podemos expresar la equivalencia de la carga de pandeo de la
siguiente forma:

mEI, ©*EI,
B=—" =3 (6.52)

Siendo:

47?2 + 1In?(1 + 2
m— n(1+7) (6.53)
41n*(1 +~)
Y donde I, es el momento de inercia equivalente de la barra de inercia
constante, que serd representativo de la barra de inercia variable. Su valor

es!

I, =bI, (6.54)
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Figura 6.4: Columna equivalente para la barra biarticulada de inercia variable

b_m

2

(6.55)

En el Cuadro 6.2 se muestran los valores méas frecuentes de b para los
diferentes valores de ahusamiento, ~.

La localizacion de I, a lo largo de la barra de inercia variable se puede
hallar recurriendo a la ley de inercia:

2
Ly = I(ze,) = I, (“’aq) - %Ia (6.56)
Teg =L (6.57)
m
=\l (6.58)

La esbeltez mecdnica equivalente de la barra sera:

L L
Aeg = =% = (6.59)
Zeq ﬁ
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7 [ b ]

0.00

1.00

0.10

1.10

0.20

1.20

0.30

1.31

0.40

1.42

0.50

1.53

0.60

1.64

0.70

1.75

0.80

1.87

0.90

1.99

1.00

2.11

1.10

2.23

1.20

2.35

1.30

2.48

1.40

2.61

1.50

2.74

1.60

2.87

1.70

3.00

1.80

3.14

1.90

3.28

2.00

3.41
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Cuadro 6.2: Valores de b para la barra biarticulada de inercia variable

Donde A, es el drea equivalente, situada en el punto x

que el momento de inercia equivalente, I.,.

= T, al igual

Quedan por tanto definidas las caracteristicas geométricas de la columna
equivalente, que debemos emplear para la comprobacién de pandeo en la
columna biarticulada de inercia variable.
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6.2. Columna de inercia variable empotrada en
un extremo y libre en el otro

6.2.1. Caso A: Empotrada-libre
6.2.1.1. Analisis estatico

El esquema de analisis se muestra en la Figura 6.5. El equilibrio de mo-
mentos es:

Momento externo: My, = P - v(x) — P
Momento interno: M;,; = E1, (f)Q '(x)

Pj-ﬁjp

=

H

| Mint = Elv"
‘ |
.-{'a |

a 1P P

Figura 6.5: Barra empotrada-libre de inercia variable

Y la ecuacion de equilibrio es en este caso:

2
El, <f> V() + Pu(z) — PA =0 (6.60)
a
Introduciendo el parametro:

P

k=
El,

(6.61)




CAPITULO 6. LA COLUMNA IDEAL DE INERCIA VARIABLE 133

La ecuacion queda:

72" (x) + k*a®v(z) — K*a®A = 0 (6.62)

Ecuacién diferencial cuya solucion general es:

v(z) = A\/gsin (5 In 2) + B\/gcos (5 In g) T A (6.63)
S e SN (T oo

Para conocer las constantes A y B, aplicamos las condiciones de contorno:

Donde:

v(a) =0 (6.65)
v'(a) =0 (6.66)
via+ L) =A (6.67)

Aplicando las dos primeras condiciones tenemos que:

B=-A (6.68)
A

A== .
% (6.69)

Por lo que la deformada de la barra queda:

v(z) = %\/gsin (5 In g) — A\/gcos (5 ln%) + A (6.70)

Carga de pandeo

Si aplicamos la tercera condicién de contorno:

via+ L) =A (6.71)

Se obtiene:

tan (d1n (1 4+)) =20 (6.72)
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Como se observa, esta es una expresion trigonométrica implicita, de la
que despejar ¢ analiticamente es dificil de manera exacta. La via mas senci-
lla serfa resolver la ecuaciéon numéricamente una vez conocido . No obstante,
se ha obtenido una expresion analitica aproximada mediante el desarrollo en
serie de la tangente. Veamos el procedimiento:

En primer lugar haremos el siguiente cambio de variable:

u=20In(l+~) (6.73)
Por lo que tenemos:
2
fanuy = —— (6.74)
In(147)

Si desarrollamos en serie la tangente:

tanu = u + 0,333u® + 0,133u° + 0,0539u" + 0,0219u” + - - - (6.75)

Para alterar los coeficientes y exponentes de la serie a nuestro favor,
realizaremos la siguiente operacion:

3(tanu — u)
ud
Ahora volvemos a cambiar la variable:

=14 0,4u® + 0,162u* + 0,0656u° + - - - (6.76)

u= 5\/5 (6.77)

Con lo que nos queda:

3 tan (3v7) — (5vA)]
(V)

Serie que se estabiliza para un coeficiente constante de 0,986, lo que nos
permite hacer la siguiente suma geométrica aproximada:

=1+0,987t +0,986t* + 0,986t° 4+ ---  (6.78)

3 [tan (%(\%/_f/)g)_s (%\/E)} ~14t4+ t2 + t3 4+ ... = 1—_15 (679)

Volviendo a la expresion de partida, comenzamos a operar:
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2u
n 2 (5v1)
tan <§‘/Z> T n(l+) (051
2(5v0)  (x
3 [tan (3v) — (5v)] _ ’ {1“(””’) (2@} (6.82)
(v8)° (V1)

Sustituyendo ahora en el primer miembro la expresion obtenida en (6.79):

3[R -ev)

— & - 3 (6.83)
L=t (5v1)
Si deshacemos los cambios de variable:
26 In(1 2
w=on(l+7) = ZVi=t = (M) (6.84)
T
Llegamos a la siguiente ecuacion:
1 312 —1In(1

1_ (251n(1+7)>2 621n®(1 +7)

™

De donde finalmente podemos despejar o:

_ m 6—3111(1—{—7)
T ) \/24 + (72 —12)In(1 + ) (6.86)

Igualando esta expresion con la (6.64):

.7 6 —3In(1+7) ENTANEE!
5_111(1"'7)\/24—1-(#2—12)111(1—1—7)_ <7> 1 (6.87)

Y despejando k, queda:

6—31In(1+7) 2
[47T2 (24+(7r2712) 1n7(1+7)) +In"(1+ 7)] 7

k=
4121n%(1 + )

(6.88)

Sabiendo que:
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L oom
0.00 | 72/4 ~ 2.47
0.10 2.61
0.20 2.76
0.30 2.90
0.40 3.03
0.50 3.17
0.60 3.31
0.70 344
0.80 3.57
0.90 3.71
1.00 3.84
1.10 3.97
1.20 1.09
1.30 122
1.40 135
1.50 148
1.60 4.60
1.70 473
1.80 185
1.90 197
2.00 5.10

Cuadro 6.3: Factor m para la barra empotrada-libre de inercia variable

P
K = 6.89
Bl (6.89)
Podemos despejar la carga de pandeo de la barra:
6—31In(1+7) 2
[47T2 (24+(7r2712) 1n7(1+~,)> +In(1+ 7)] o0& FI,
P,= 5 5 (6.90)
41n*(1 + ) L
Expresion que se ajusta a la forma general:
mEI,
P, = I (6.91)

Donde:
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6-3In(1+ )
[47r2 (24+(7r2—1§) 1n7(i+7)> +1In*(1+7)| 2
4 ln2(1 + )

Llevando m a las proximidades de la barra de inercia constante, se obtiene:

(6.92)

m =

7T2

I = — .
imm = —~ (6.93)

7—0

Por lo que la carga de pandeo quedaria:

T El,
4172
Que es precisamente la expresion de la carga de pandeo de Euler para
una barra empotrada-libre de inercia constante I,, y que confirma la validez
de la formula obtenida para la barra de inercia variable (6.90).

P, = (6.94)

Para un célculo practico de la carga de pandeo, la expresion (6.90) se ha
desarrollado en el Cuadro 6.3, relaciondndose cada valor del ahusamiento, ~,
con su correspondiente valor de m.

Deformada de la barra

La expresion matematica para la deformada de la barra es:

v(z) = %\/gsin ((5 In g) — A\/gcos (5 In g) + A (6.95)

Siendo como ya sabemos:

o7 6 —3In(1+7)
0= In(1+7) \/24 + (72 = 12) In(1 +v) (6.95)

Y sus derivadas:

VE(1 4 46%)Asin (§1n £)

V(x) = 125 (6.97)
o) = VE(L+46%)A (26 CZ;(; In%) —sin (6In%)] (6.98)

VEQ+46%)A[85cos (6In L) + (467 — 3)sin (61n 2)]
16230

UW(ZL’> _

(6.99)
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A

Figura 6.6: Deformada de la barra empotrada-libre de inercia variable

La deformada es tipo senoidal, muy similar a la obtenida para la barra
biarticulada (6.24), pero en este caso la curva esta desplazada en el eje de
ordenadas una distancia v(z) = A. La Figura 6.6 muestra la grafica de la
deformada.

En cuanto a la flecha méxima, en este caso conocemos de antemano que
esta se sitia en el extremo libre de la barra, x = a + L, y su valor es:

Umax = v(a+ L) = A (6.100)

Momentos flectores en la barra

La ley de momentos flectores es:

M(z) = EI, <g)2 V() =

El, (5)2 \/E(l +46%)A [25 Ccos (5 In z) _sin (61n g)}
= 8275 : - (6.101)

Respecto al momento maximo, sabemos por las condiciones de contorno
que se produce en el extremo empotrado, x = a, y tiene el valor:

Miix = M(a) = PA (6.102)
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Longitud de pandeo

Aplicaremos de nuevo la condicion de inflexion:

v(x) =0 (6.103)
(1 +46%)A |26 0lnZ) —sin (§In
VEUHARA Rrcos () s @]
8126
Y como a # 0y x # 0, tenemos que:
x . x
26 cos (5 In 5) —sin (5 In 5) —0 (6.105)
x
tan (5 In 5) — 2 (6.106)
Si despejamos x, queda:
= aexp (arctan ?5 + mr) _ L exp <arctan ?5 + n7r> (6.107)
Y

La distancia entre puntos de inflexién o longitud de pandeo, Ly, sera igual
al incremento de = entre n y n+ 1 en el entorno del intervalo = € [a, a + L],
siendo en este cason = —1y n =0:

L tan 26 —
n=-1=a2_,="exp (M—W) (6.108)
v 0
L tan 20
n=0= zy=—exp (%) (6.109)
v

Por tanto, teniendo en cuenta los signos:

Ly=Ar=x9g—2_1 =

L arctan 20 arctan 20 —
=—|lexp| ——— | —exp| ——— || =
0 o )

(1o (F) ) o ()] (6.110)

Se puede observar como en este caso la longitud de pandeo si que depende
de el coeficiente de ahusamiento, . Esto hace que el coeficiente de esbeltez,
[, sea también variable y dependiente de ~:
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0.00 | 2.00
0.10 | 1.94
0.20 | 1.89
0.30 | 1.85
0.40 | 1.81
0.50 | 1.77
0.60 | 1.74
0.70 | 1.70
0.80 | 1.67
0.90 | 1.65
1.00 | 1.62
1.10 | 1.60
1.20 | 1.57
1.30 | 1.55
1.40 | 1.53
1.50 | 1.51
1.60 | 1.50
1.70 | 1.48
1.80 | 1.46
1.90 | 1.45
2.00 | 1.43

Cuadro 6.4: Coeficientes 3, para la barra empotrada-libre de inercia variable

Ly = pyL (6.111)
By =B(v) = % [(1 — exp (%ﬁ)) exp (%an%)] (6.112)
Donde:
5 — s \/ 6 —3In(l+7) (6.113)
n(1+4)\ 24+ @ —12)In(1 + )

Si la barra tiende a ser de inercia constante, se obtiene:

lfim (3, = 2 (6.114)

v—0
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Que es justamente el valor de ( para una barra empotrada-libre de inercia
constante, cuya longitud de pandeo es Ly = 2L.

Para un calculo practico de (3,, se ha elaborado el Cuadro 6.4, donde
se recogen los diferentes valores de 3, en funciéon de 7. Se puede observar
como a medida que aumenta el ahusamiento de la barra, 7, el coeficiente (3,
disminuye, contribuyéndose asi al aumento de la resistencia a pandeo de la
columna.

6.2.1.2. Columna equivalente

La transformacién realizada para modelizar la columna equivalente se
muestra en la Figura 6.7.

F"i A «:F' %p
-___|nz-u:|f.:l

Xeq=iCL

) e A

JR— S
e

Figura 6.7: Columna equivalente para la barra empotrada-libre de inercia va-
riable

La ecuacion de equivalencia es:

p _ mEL _ w°El,

3 = (6.115)
L? 2L

Donde:
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6-3In(1+ )
[47r2 (24+(7r2—1§) 1n7(i+7)> +1n(1 + 7)} ~2
4 ln2(1 + )

— )
By = % {(1 — exp Tﬁ) exp <%)1 (6.117)

_ @ 6—31n(1+7)
- 1“(1+7)\/24+(7r2 —12)In(1 + ) (6.118)

(6.116)

m =

7 [ b ]
0.00 | 1.00
0.10 | 1.00
0.20 | 1.00
0.30 | 1.00
0.40 | 1.00
0.50 | 1.01
0.60 | 1.01
0.70 | 1.01
0.80 | 1.01
0.90 | 1.02
1.00 | 1.02
1.10 | 1.02
1.20 | 1.03
1.30 | 1.03
1.40 | 1.03
1.50 | 1.04
1.60 | 1.04
1.70 | 1.05
1.80 | 1.05
1.90 | 1.06
2.00 | 1.06

Cuadro 6.5: Valores de b para la barra empotrada-libre de inercia variable

Con lo que el momento de inercia equivalente es:
I.,=0bl, (6.119)

m

b:

2
2
- (6.120)

™
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En el Cuadro 6.5 se muestran los valores méas frecuentes de b para los
diferentes valores de ahusamiento, ~.

La localizacion de I, a lo largo de la barra de inercia variable sera:

L@::[@kgzzl@(ff)2::ﬁ3?1@ (6.121)
Teq = CL (6.122)
c= Zi Z (6.123)
La esbeltez mecanica equivalente sera:
Amzfﬁz @i (6.124)
Acq

6.2.2. Caso B: Libre-empotrada
6.2.2.1. Analisis estatico

El esquema de anélisis se muestra en la Figura 6.8. Este caso es similar
al Caso A, con la unica diferencia de que la barra esta invertida, por lo que
las condiciones de contorno también lo estan.

La ecuacion general de la deformada es ya conocida:

v(z) = A\/gsin (5 lng) + B\/gcos (5 In %) + A (6.125)

Donde:

5=/ (ka)? — }1 _ (%)2 _ % (6.126)

Las condiciones de contorno son en este caso:

v(a) =A (6.127)

v(a+ L) =0 (6.128)
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=

bk

i
|/ Mint = ElV"
| /

a+l-x |

%F' \%am:lﬂﬂ

Figura 6.8: Barra libre-empotrada de inercia variable

v'(a+ L) =0 (6.129)

Aplicando las dos primeras condiciones se obtienen las constantes de in-
tegracion:

B=0 (6.130)
A=— A (6.131)
VI Fqsin(dIn(1+ 7)) '

Por lo que la ecuaciéon de la deformada queda:

A T x
v(x) = ~ T sme _’_7))\/;8111 (51:(1 E> +A (6.132)

Carga de pandeo

Si aplicamos la tercera condiciéon de contorno:

V(a+L)=0 (6.133)
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Se obtiene:

tan(0In(1 + 1)) = —26 (6.134)

Expresion similar a la que obteniamos para el Caso A (6.72), y de la cual
también se ha obtenido una expresion analitica aproximada para despejar ¢,
usando el mismo procedimiento empleado en (6.73) y sucesivas. Finalmente
se llega a la siguiente expresion:

I 6+3In(1+7)
' In(1 ) \/24 — (72— 12)In(1 + ) (6.135)

Igualando esta expresion con la (6.126):

_ 7 6+ 3In(1+7) AN
(5_ln(l—i—”y)\/24—(7?2—12)1n(1+fy)_ (7> 1 (6.136)

Y despejando k, queda:

6+31n(149) 2
[4”2 (24—(7r2—12) 1n7(1+7)> +In"(1 + 7)] 72

k= 6.137
4L21n*(1 + ) ( )
Sabiendo que:
P
k= 6.138
B (6.138)
Podemos despejar la carga de pandeo de la barra:
6+31n(1+7) 2
[472 (24—(7r2—1§) 1n7(1+7)> +In*(1+7)| 7 EI,
P,= 5 5 (6.139)
41n*(1 + ) L
Expresion que se ajusta a la forma general:
mkEI,
P, = 72 (6.140)
Donde:
|42 (G ) + i (1 +9)| 72
o 24— (72—12) In(1+7) (6.141)

41n*(1 + )
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L oom
0.00 | 72/4 ~ 2.47
0.10 2.82
0.20 3.19
0.30 3.58
0.40 3.99
0.50 141
0.60 184
0.70 5.29
0.80 5.76
0.90 6.24
1.00 6.73
1.10 7.24
1.20 7.76
1.30 8.30
1.40 8.85
1.50 9.42
1.60 | 10.00
170 [ 10.59
1.80 | 11.19
1.00 | 11.81
2.00| 1244

Cuadro 6.6: Factor m para la barra libre-empotrada de inercia variable

Llevando m al limite cuando la barra tiende a ser de inercia constante:

7T2

lfmm = 6.142
limm = 7 (6.142)

Por lo que la carga de pandeo quedaria:

T El,
412
Que es de nuevo la expresion de Euler para una barra de inercia constante

empotrada en un extremo y libre en el otro, y que nos confirma la validez de
la formula (6.139).

P, = (6.143)

En el Cuadro 6.6 se recogen los valores de m para diferentes valores del
ahusamiento, 7.
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Deformada de la barra

La expresion matematica de la deformada de la barra es como ya sabemos:

A x . x
W) = e +7))\/gsm <5ln E> +A (6.144)

_ 7 6+3In(1+7)
°= In(1 + ) \/24 — (72— 12)In(1 + ) (6.145)

Y sus derivadas:

o \/gA [25005 (5ln ﬁ) + sin (5111 %)}
vi(z) = - 241/T + 7 sin (6 In(1 +~)) 1
b /E(+48)Asin (51n®)
V@) = L T O 1))

(6.147)

o) = — VEQ+46*)A[20cos (6ln L) — 3sin (§1nZ)] (6.148)

8x3y/T+ vsin (6 In(1 + 7))

WV ome

Figura 6.9: Deformada de la barra libre-empotrada de inercia variable

La deformada es idéntica a la de la barra empotrada-libre (Caso A), pero
la curva esta desfasada una longitud L respecto de la anterior, de manera que
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en este caso el extremo x = a es libre y existe empotramiento en x = a + L.
En la Figura 6.9 se muestra la grafica de la deformada.

En cuanto a la flecha maxima, en este caso sabemos que se produce en
r = a, y su valor es:

Umax = v(a) = A (6.149)

Momentos flectores en la barra

La ley de momentos flectores es:

M(z) = EI, (92@”(@ _
 BIL(%)" /Z(1+46*)Asin (§1n 2)
B 422y/T+ ~vsin (0 In(1 + 7))

El momento maximo en este caso se produce en x = a + L, y su valor es:

(6.150)

Mg = M(a+ L) = PA (6.151)

Longitud de pandeo

Partimos de la condicién de inflexion:

v"(x) =0 (6.152)
(14 46*)Asin (61n 2
Vil +4%)Asin(OIng) _ (6.153)
4x?\/T+ vsin (6 In(1 + 7))

Y como a # 0y x # 0, tenemos que:

_ T
sin (5 In 5) ~0 (6.154)
sin? =nr (6.155)

a

Despejando z, queda:

T = aexp (%) = %exp (%) (6.156)
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La distancia entre puntos de inflexion o longitud de pandeo, Ly, seré igual
al incremento de = entre n y n+ 1 en el entorno del intervalo = € [a, a + L],
siendo en este cason =0y n = 1:

L
n=0=1=—=a (6.157)
fy

L s
n=l=a = oo (5) (6.158)

Por tanto:

[exp (g) - 1} (6.159)

0.00 [ 2.00
0.10 | 2.06
0.20 | 2.11
0.30 | 2.16
0.40 | 2.20
0.50 | 2.24
0.60 | 2.28
0.70 | 2.32
0.80 | 2.36
0.90 | 2.39
1.00 | 2.42
1.10 | 2.45
1.20 | 2.48
1.30 | 2.51
1.40 | 2.54
1.50 | 2.56
1.60 | 2.59
1.70 | 2.61
1.80 | 2.63 |
1.90 | 2.66
2.00 | 2.68

Cuadro 6.7: Coeficientes 3, para la barra libre-empotrada de inercia variable

De nuevo vemos que la longitud de pandeo es variable y dependiende del
grado de ahusamiento, 7, de la barra. En cuanto al coeficiente de esbeltez
tenemos que:
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Li = B,L (6.160)
1 T
By =800 == exp (5) - 1] (6.161)
Donde:
7 6+ 3In(1+7)
°= In(1+7) \/24 — (72 —12)In(1 +7) (6.162)

Si la barra tiende a ser de inercia constante, se obtiene:

lim B,Y =2 (6.163)
v—0

Que es justamente el valor de  para una barra libre-empotrada de inercia
constante, cuya longitud de pandeo es Ly = 2L.

En el Cuadro 6.7 se muestran los valores méas frecuentes de (3, en funcién
de 7.

6.2.2.2. Columna equivalente

El modelo de la columna equivalente se muestra en la Figura 6.10.

La ecuacion de equivalencia es como ya sabemos:

mEI, 7El,

R (6.164)
Donde:
6+31In(1
[47r2 (24—(:2—15);;7(%+7)> +1n*(1 + ’Y)} o6
m = & (6.165)
41n"(1 + )
1 T

b= [exp (5> - 1] (6.166)

m 6 +3In(1+7)

§= 1

In(1+ ) \/24 — (72— 12)In(1 + ) (6.167)

Con lo que el momento de inercia equivalente es:

Ly = b, (6.168)
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- ::'::: = P
. Pm A 4p leg: %
. e i
i ¥eg=cL |
|
|
L |eq_ [= B'.f L :
|
|
lL/
L [a+L ..
- -

h b

Figura 6.10: Columna equivalente para la barra libre-empotrada de inercia
variable

m

2

En el Cuadro 6.8 se muestran los valores méas frecuentes de b para los
diferentes valores de ahusamiento, ~.

b

(6.169)

La localizacion de I, a lo largo de la barra de inercia variable sera:

_ Teg\2 _ M
Ly = I(ze,) = [a( ; ) =, (6.170)
Teq = CL (6.171)
mﬁg
La esbeltez mecanica equivalente sera:
L L
Aeg = =% = S (6.173)

ieq ﬁ
\/ Aeq
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7 [ b ]
0.00 | 1.00
0.10 | 1.21
0.20 | 1.44
0.30 | 1.69
0.40 | 1.96
0.50 | 2.26
0.60 | 2.57
0.70 | 2.90
0.80 | 3.26
0.90 | 3.63
1.00 | 4.03
1.10 | 4.44
1.20 | 4.88
1.30 | 5.34
1.40 | 5.81
1.50 | 6.31
1.60 | 6.83
1.70 | 7.37
1.80 | 7.93
1.90 | 8.51
2.00 | 9.11
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Cuadro 6.8: Valores de b para la barra libre-empotrada de inercia variable

6.3. Columna de inercia variable biempotrada

6.3.1. Analisis estatico

El esquema de analisis se muestra en la Figura 6.11. El equilibrio de mo-

mentos es:

Momento externo: My, = P - v(z) — T-(x—a)
Momento interno: M;,; = —F1, £) (m)

Donde existe la siguiente relacion:

Ma+L - Ma
L
Segiin esto, la ecuacion de equilibrio es:

T —

(6.174)
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%F‘

.

H

IZMM =-Elv"
- o l

.is W Ma
a :1:.

Figura 6.11: Barra biempotrada de inercia variable

El, <5>2 V"(z) + Po(z) — M, — T(z —a) =0 (6.175)

a
Introduciendo el parametro:

(6.176)
La ecuacion queda:

M,k*a®> Tk*a?
P P
Ecuacién diferencial que tiene la siguiente solucién general:

v(x) = A\/gsin ((5 In 2) + B\/gcos <(5 In g) + AI/D[a + @ (6.178)
Donde:
:,/(kay—}l:,/(%)z—i (6.179)

2" () + k*a*v(z) —

(x—a)=0 (6.177)
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Para conocer las constantes A y B, aplicamos las condiciones de contorno:

v(a) =0 (6.180)

v'(a) = 0 (6.181)
v(a+ L) =0 (6.182)
v(a+L)=0 (6.183)

Aplicando las dos primeras condiciones tenemos que:

M,

B=-— (6.184)
A= —M“Q;]f” (6.185)
Quedando la ecuacion de la deformada:
v(z) = %\/;Sm (5 In 2) ]\Jia gcos (5 In 2) +
+35 + @ (6.186)

Carga de pandeo

Aplicaremos ahora las dos ultimas condiciones de contorno. De (6.182) se
obtiene:

v(a+L)=0 (6.187)

20(M, + LT) — 26M+/1 + ycos (6 In(1 + 7)) +

+(M, — 2aT)\/1 + ysin (61n(1 + 7)) = 0 (6.188)
Aplicando la condicion (6.183):

V(a+L)=0 (6.189)

4a6T\/1 +~v —4adT cos (0 In(1 + 7)) +
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+(My(40% + 1) — 2aT) sin (6 In(1 + 7)) =0 (6.190)

Tenemos aqui un sistema de dos ecuaciones. Tomando como variables M,
y T, las condiciones para que el sistema tenga soluciéon distinta de la trivial
son:

sin (W) =0 (6.191)

(7(45;— 1)) cos (W) ~ (v +2)sin (W) =0 (6.192)

La primera ecuaciéon nos proporcionard la carga de pandeo simétrica, y
la segunda corresponde a la carga de pandeo antisimétrica. Es sabido que
la carga de pandeo simétrica es menor que la antisimétrica, por lo que la
barra pandeara siempre en modo simétrico. Por tanto, serd esta via la que
analizaremos de aqui en adelante. Segin esto:

In(1
sin (M) =0 (6.193)
w = nr (6.194)
n=1,23, .

La carga de pandeo se obtiene para n = 1:

2m
0= —— 6.195
In(1+7) ( )
Igualando esta expresion con la (6.179):
Y £ AN (6.196)
CIn(l+7y) v 4 '

Y despejando k, queda:

1672 + In*(1 + 2
i n M) (6.197)
AL 12(1 + )

Sabiendo que:
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2 [ m
0.00 | 47% =~ 39.48
0.10 43.46
0.20 47.52
0.30 51.64
0.40 35.83
0.50 60.10
0.60 64.43
0.70 68.83
0.80 73.29
0.90 77.82
1.00 82.42
1.10 87.08
1.20 91.81
1.30 96.60
1.40 101.45
1.50 106.36
1.60 111.33
1.70 116.37
1.80 121.47
1.90 126.62
2.00 131.84

Cuadro 6.9: Factor m para la barra biempotrada de inercia variable

P
- EI,

Podemos despejar la carga de pandeo de la barra:

k2

(6.198)

b (1672 +In*(1 +7))7* | EL,
i 41n*(1 4 ~) L2

(6.199)

Expresion que se ajusta a la forma general:

mEI,
P, = 72

(6.200)
Donde:

1672 + In?(1 + 2
- Z,n( ) (6.201)
41n"(1 + )
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Si la barra tiende a ser de inercia constante tenemos que:

lim 1 = 4r? (6.202)
’yﬂ

Por lo que la carga de pandeo quedaria:

Am2FE1I,
12
Que es justamente la expresion de la carga de pandeo de Euler para una
barra biempotrada de inercia constante. Queda por tanto confirmada la va-
lidez de la formula obtenida para la barra de inercia variable (6.199).

P, = (6.203)

Para un célculo practico de la carga de pandeo, en el Cuadro 6.9 se han
recogido los valores més frecuentes de m en funcion del ahusamiento, ~.
Deformada de la barra

La ecuacién de la deformada es:

v(x) = %\/gsin (5111 %) — ]\]_{a gcos ((ﬂn 2) +

M, T(x—a)
E=— 6.204
>t p (6.204)

Donde:

2w
0= ——— 6.205
In(1+7) ( )

Y sus derivadas:

\/g [4a5T\/§ — 4ad0T cos (5 In %)}

U(I = 4Pox !
\/g [(Ma(452 +1) — 2aT) sin (5111 f)]
+ APéx o
iy = (1) 280, cos (10 2) = (M, —20T)sin (51 Z)] o

8a2P5 ()"

. VE(A6? +1) [40(2M, — aT) cos (6In £)]
Vi) = 16523
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T 2 2 : T
B VE(A46% + 1) [(M,(46* — 3) 4+ 6aT) sin (6In 2)] (6.208)
16 Pdx3
La deformada es en este caso algo diferente a las tratadas anteriormente
(Figura 6.12). El eje alrededor del cual oscila la curva no es horizontal, sino
que tiene una cierta pendiente 7'/ P, debido a la presencia del cortante T" en
los extremos de la barra. Concretamente, la ecuacion de la recta que define

dicho eje es:

() = Mool | 1 (6.209)
r(z) = 2 57 .
Con lo que la ordenada en el origen y, por tanto, el punto de partida de

la curva es (M, — aT')/P.

AV

(Ma-aT)/P

~~

Figura 6.12: Deformada de la barra biempotrada de inercia variable

En cuanto a la flecha méxima, en este caso volvemos a comprobar que
esta no se produce en el centro de la barra, sino que se encuentra algo despla-
zada hacia el extremo de menor inercia. Podemos conocer el punto concreto
maximizando la funcién de la deformada:

V'(z) =0 (6.210)

\/§ [4@5T\/§ — 4adT cos ((5 In f)}

4Péx

_|_
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VZ [(Mo(46% +1) — 2aT) sin (§In 2)]
+ 4Pox - e

Y teniendo en cuenta que x # 0 y a # 0, tenemos que:

4a0T r_ 4a0T cos (5 In E) +
a

a

+(M,(46% +1) — 2aT) sin (5 In f) —0 (6.212)
a

Despejando la abscisa x de esta ecuaciéon obtendriamos el punto donde
la flecha es méaxima. Sin embargo, despejar x es inviable analiticamente,
siendo necesario recurrir al calculo numeérico. Por ello, lo mas conveniente sera
calcular la flecha maxima y su posiciéon numéricamente, una vez conocidos
los parametros necesarios.

Momentos flectores en la barra

La ley de momentos flectores es en este caso:

M(z) = —FI, (g)Qv"(w) =

El, (%)’ (46> +1) [20M, cos (6l 2)]
8a2Ps (£)*?

| El, (2£)? (462 4 1) [~(M, — 2aT) sin (§In £)]
8a2Ps (2)*”

Si queremos conocer el momento maximo debemos aplicar la condicion:

(6.213)

v"(2) =0 (6.214)
Es decir:

VE(40% 4 1) [46(2M, — aT) cos (0 In £)]
16 Pox?

V/E(46% + 1) [(M,(46% — 3) + 6aT)sin (In )]
- 16Pdx3 - o
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Y teniendo en cuenta de nuevo las restricciones z # 0 y a # 0, tenemos
que:

46(2M, — aT) cos <(5 In g) +

+(M,(46% — 3) + 6aT) sin (5 In g) =0 (6.216)
z 46(2M, — aT)
Y~ 21
tan (5107 M, (467 — 3) + 6aT (6:217)

Si despejamos x se obtiene:

45(2My—aT)
T + arctan [—m
T méx = A €XP 5 (6.218)
Con:
2 2
— — 6.219
In(1+7) In(1+%) (6:219)
El momento maximo sera:
Mnsx = M(xm,méx> (6220)

Podemos comprobar también que si la barra tiende a ser de inercia cons-
tante, el momento maximo se produce en z = a + L/2:

L
lim (2 max — @) = 5 (6.221)
Longitud de pandeo
Aplicando la condiciéon de inflexién:
V() =0 (6.222)

(46% + 1) [26M, cos (6In£) — (M, — 2aT)sin (§In £)]
8a2P5 ()"

—0  (6.223)

Y como a # 0 y x # 0, entonces:

20M, cos <5 In g) — (M, — 2aT) sin (5 In g) =0 (6.224)
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T 20 M
¢ (51 —) _ 200 6.225
M) T M, —2aT (6.225)
Si despejamos x, queda:
B arctan <MQE6—AgZT> +nm B I arctan (A/[Zji\ng) + nm
T = aexp 5 = —exp 5
(6.226)

La distancia entre puntos de inflexion o longitud de pandeo, Ly, seré igual
al incremento de z entre n y n+ 1 dentro del intervalo x € [a, a + L], siendo
en estecason =0y n=1:

I arctan ( AzégZT>
n=0= xzy=—exp 0 20
arctan ( Aﬁ%’h) T
n=1=x = —exp ) .
Por tanto:
Ly=Ax =12, — 29 =
arctan <1\42¢ﬁ\/2[2T) +m arctan ( T 6%%)
=5 | 5 o ’ )

. < _ 1 arctan (Aitsi\/z[(;T) (6.229)
=~ |(exp= — > CXp |
Y g ’

De nuevo tenemos que la longitud de pandeo es variable y dependiente
del ahusamiento, v, de la barra. En cuanto al coeficiente de esbeltez tenemos
que:

Ly, = 3,L (6.230)

20M,
arctan (MG_QQT>

(exp% - 1) exp 5 (6.231)
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0.00 | 0.50
0.10 | 0.49
0.20 | 0.48
0.30 | 0.47
0.40 | 0.46
0.50 | 0.45
0.60 | 0.44
0.70 | 0.43
0.80 | 0.43
0.90 | 0.42
1.00 | 0.41
1.10 | 0.41
1.20 | 0.40
1.30 | 0.40
1.40 | 0.39
1.50 | 0.39
1.60 | 0.38
1.70 | 0.38
1.80 | 0.37
1.90 | 0.37
2.00 | 0.37

Cuadro 6.10: Coeficientes (3, para la barra biempotrada de inercia variable

Donde:
2w
0= ——— 6.232
In(1+ ) ( )
Si la barra tiende a ser de inercia constante, se obtiene:
lim 3, — + (6.233)
L) '

Que es concretamente el valor de 3 para una barra biempotrada de iner-
cia constante, cuya longitud de pandeo es Ly = L/2.

En el Cuadro 6.10 se muestran los valores mas frecuentes de (3, en funcion
del ahusamiento, 7. Se puede observar como en este caso la variacion del coe-
ficiente de esbeltez es muy pequena para diferentes valores de ahusamiento.
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6.3.2. Columna equivalente

El modelo de la columna equivalente se muestra en la Figura 6.13.

Q?F'
|
=T i T\
— |
Pr L |
/
¥eq=iCL = T
FI

Figura 6.13: Columna equivalente para la barra biempotrada de inercia va-
riable

La ecuacion de equivalencia es:

mEIl, 7wFEI,

P, = 7z = 62L2q (6.234)

gl

Donde:
1672 + In*(1 2

(167 +2n( )9 (6.235)

41n"(1 + )

25 M,
1 arctan( 7 )
By = ; <exp% — 1> exp 5M - (6.236)
2

0= ——— 6.237
In(1+7) ( )

Con lo que el momento de inercia equivalente es:
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7 [ b ]
0.00 | 1.00
0.10 | 1.05
0.20 | 1.10
0.30 | 1.14
0.40 | 1.19
0.50 | 1.23
0.60 | 1.27
0.70 | 1.31
0.80 | 1.35
0.90 | 1.39
1.00 | 1.43
1.10 | 1.47
1.20 | 1.51
1.30 | 1.54
1.40 | 1.58
1.50 | 1.62
1.60 | 1.65
1.70 | 1.69
1.80 | 1.72
1.90 | 1.76
2.00 | 1.79

Cuadro 6.11: Valores de b para la barra biempotrada de inercia variable

I.,=0l, (6.238)
m3?
b= 727 (6.239)

En el Cuadro 6.11 se muestran los valores més frecuentes de b para los
diferentes valores de ahusamiento, ~.

La localizacion de I, a lo largo de la barra de inercia variable sera:

2 m 2
Ly = I(zeg) = L (ﬂ> - f” I (6.240)

a ™

Teq = CL (6.241)
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2
B i (6.242)
w2y

La esbeltez mecanica equivalente sera:

L _ Bl

>\eq = - 5
Zeq d=l'
eq

(6.243)

6.4. Columna de inercia variable biempotrada
con posibilidad de desplazamiento lateral
relativo entre sus extremos

6.4.1. Analisis estatico

El esquema de analisis se muestra en la Figura 6.14. El equilibrio de mo-
mentos es:

Momento externo: My, = P - v(z) — M,
Momento interno: M;,; = E1, (f)2 " ()

Segiin esto, la ecuacion de equilibrio es:

2
EI, (f) V"(z) + Pu(z) — M, = 0 (6.244)
a
Introduciendo el parametro:
P
k? = 6.245
Bl (6.245)
La ecuacion queda:
Makiz 2

22" (1) + k*av(z) — 2 S (6.246)

Ecuacién diferencial que tiene la siguiente solucién general:

T . T T T M,
v(x) = A\/gsm ((5 In a) + B\/gcos (5 In E> +5 (6.247)
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M

I ,rm.nt- Elv"

? \%/4 M3
a :P

Figura 6.14: Barra biempotrada de inercia variable con desplazamiento rela-

tivo entre extremos
ke Lo (R L (6.248)
N 4 v 4 '

Para conocer las constantes A y B, debemos aplicar las condiciones de
contorno:

v(a) =0 (6.249)
V'(a) =0 (6.250)
va+L)=A (6.251)
V(a+L)=0 (6.252)

Aplicando las dos primeras condiciones tenemos que:

B=— (6.253)

P
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- 20P
Por lo que la ecuacion de la deformada queda:

v(z) = 2]\54; gsin<(5lng) —% gcos <(5ln§> + ]\ﬁ“

Carga de pandeo

Si aplicamos la tltima condicion de contorno:

V(a+L)=0

Se obtiene:

sin(0In(1++)) =0
dIn(l ++v) =nm

n=1,23,..

La carga de pandeo se obtiene para n = 1:

T
In(1+7)

Igualando esta expresion con la (6.248):

§—_ " _ (@)2_1
Cn(1+y) v 4

Y despejando k, tenemos que:

b \/(47?2 + 1n2(1 + 7)) 2

4L21n*(1 + )
Sabiendo que:
P
- EI,

Podemos despejar la carga de pandeo de la barra:

k'2

167

(6.254)

(6.255)

(6.256)

(6.257)

(6.258)

(6.259)

(6.260)

(6.261)

(6.262)
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p_ |+ 0’1 +9)) | B,
P 41n%(1 + ) L2

(6.263)

Expresion que es idéntica a la de la carga de pandeo para una barra
biarticulada (6.19). Por ello podemos afirmar que la carga de pandeo de una
columna biempotrada con desplazamiento relativo entre extremos es igual a
la carga de pandeo de una columna biarticulada, sea cual sea el grado de
ahusamiento de la barra.

2 [ m ]
0.00 | 7% ~ 9.87
0.10 10.87
0.20 11.89
0.30 12.93
0.40 13.99
0.50 15.07
0.60 16.17
0.70 17.30
0.80 18.44
0.90 19.61
1.00 20.79
1.10 22.00
1.20 23.22
1.30 24.47
1.40 25.73
1.50 27.01
1.60 28.31
1.70 29.63
1.80 30.97
1.90 32.33
2.00 33.71

Cuadro 6.12: Factor m para la barra biempotrada de inercia variable con
desplazamiento relativo entre extremos

La formula (6.263) corresponde a la expresion general:

P=—C (6.264)
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Donde:

472 +1n(1 + 2
m= U7 - 1+7)7 (6.265)
4% (1 1 7)

Y si la barra tiende a ser de inercia constante:

lfimm = n2 (6.266)

v—0

Por lo que la carga de pande quedaria:

mFI,
12
Que es justamente la expresion de la carga de pandeo de Euler para una
barra biempotrada con posibilidad de desplazamiento relativo entre sus ex-
tremos. Esto nos confirma la validez de la formula obtenida (6.263).

P, = (6.267)

Para un calculo practico de la carga de pandeo, en el Cuadro 6.12 se han
recogido los valores méas frecuentes de m en funcion del ahusamiento, ~.

Deformada de la barra

La ecuacién de la deformada es:

M, |z . x M, |x x M,
v(z) = 55 Esm <(51n 5) -5 ECOS (5111 E) + 2 (6.268)
Donde:
T
5 6.269
In(1+ ) ( )

Y sus derivadas:

B Mg \/%(1 + 46%)sin (61n £)

v'(z) 15Px (6.270)
o) = Ma\/g(l +46%) [25;;;ici In %) — sin (51n f)} (6.271)
o) = Mg \/E(1 +46%) [85 cos (§In2) + (40 — 3) sin (61n £)] (6.279)

160 Px3
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La curva de la deformada en este caso tiene su ordenada origen en M, /P,
v el eje de oscilacion de la curva es paralelo al eje de abscisas (Figura 6.15).

AV

Figura 6.15: Deformada de la barra biempotrada de inercia variable con des-
plazamiento relativo entre extremos

En cuanto a la flecha maxima, podemos hallar su posiciéon y su valor
maximizando la funcién de la deformada:

v'(z) =0 (6.273)

Ma/E(1 +46)sin (01n 2)
46 Px
Y teniendo en cuenta que x # 0y a # 0, tenemos que:

—0 (6.274)

. xXr
sin (5 In E> ~0 (6.275)
5ln§ _ (6.276)

Y teniendo en cuenta que:
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T
0= ——— 6.277
In(1+ ) ( )
Podemos escribir:
Ty (6.278)
m(i+q) '
In? = In(1 + ) (6.279)
a
L
S NV (6.280)
a a
Despejando z, queda:
Tfmax — @ + L (6281)

Es decir, la flecha méxima se encuentra en x = a + L, sea cual sea el
ahusamiento de la barra, como ya era evidente del anélisis de la Figura 6.14.

El valor de la flecha méaxima sera:
Umax = U(Tmax) =v(@a+ L) = A (6.282)

Momentos flectores en la barra
La ley de momentos flectores en la barra es:

)2 V'(x) =

M(z) = EI, (f

a

Bl (2)" Myy/Z(1 +40%) [26 cos (61n2) —sin (§1n 2)]

= 2
80 Px? (6.283)
Podemos conocer el momento maximo aplicando la condicion:
v"(x) =0 (6.284)
Es decir:
M, /E(1 4+ 46%) [85 cos (dIn &) + (462 — 3)sin (/In &

166 Px3
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Y teniendo en cuenta que x # 0y a # 0:

85 cos (5 In 2) + (46% — 3)sin (5 In g) ~0 (6.286)
tan (5 In g) - —% (6.287)

Si despejamos x se obtiene:

7 + arctan (— 32
Tonmix = 0. €XP - (i) ] (6.288)
Con:
s T

0= = 6.289
In(14+7) In(1+4 %) ( )

El momento maximo serd por tanto:
Mmé.x = M(l’m,méx> (6290)

Podemos comprobar también que si la barra tiende a ser de inercia cons-
tante, el momento maximo se produce en ambos extremos empotrados de la
barra, x = a y x = a+ L. Para dicha comprobacién recurrimos a la resoluciéon
del siguiente limite:

lim (T max —a) = L (6.291)

a—00

Esto nos demuestra que el momento méaximo se produce en z = a+ L, pero
como al ser la barra de inercia constante, hay simetria, también tendremos
el mismo momento maximo en el extremo x = a.

Longitud de pandeo

Aplicando la condiciéon de inflexién:
v"(x) =0 (6.292)

Mo\/%(1 4 46%) [26 cos (6In2) —sin (§1n £)]
80 Px?
Y como a # 0 y x # 0, entonces:

=0 (6.293)

20 cos (5 In 2) — sin (5 In 2) =0 (6.294)
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tan (5 In g) — 2 (6.295)

Si despejamos x, queda:

arctan 20 + mr) L (arctan 20 + mr) (6.206)

;B:aexp( 5 :gexp 5

La distancia entre puntos de inflexiéon o longitud de pandeo, Ly, seré igual
al incremento de x entre n y n+1 en el entorno del intervalo x € [a, a+ L]. En
este caso tenemos dos puntos de inflexion, z_; = z(n = —1) y 21 = z(n = 1),
fuera del intervalo real de la barra, aunque dentro del entorno de la misma;
y existe un punto de inflexion, zo = x(n = 0) perteneciente al intervalo real.
Esto hace que existan dos posibles longitudes de pandeo para la barra:

L arctan 20 arctan20 —
Lhzw=Ari=x0—2_1=—|exp| ———— | —exp| ——
v

) )
(6.397)
L l (arctan 20 + 7T> (arctan 25)
Lip=Avg=2, —20=— |exp| ————— | —exp | ————
v ) )
(6.298)
Siendo:
Lys > Lyt Vo (6.299)

Por este motivo, en este caso debemos tomar como longitud de pandeo la
media ponderada de ambas expresiones:

L 1+

L D= a) + Do+ 1) —ay) _ Lo (10 4) + Lo ((52) £ - 0) _
L L

L arctan 20 arctan 20 — arctan 26
=—lexp|———— ) —exp| ———— || - |exp| ——— | — 1| +
~?2 o o )

L arctan 260 + arctan 26 arctan 20
+—=|exp| ———— | —exp| —— | |'|(1+7y) —exp | ——— | | =
2 ) ) )

L —T arctan 26 arctan 20
ZE 1—expT exp|——5— ||| —5 — -1+
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L s ] arctan 20 ] arctan 26
5 [l () = o (552 Jocs o (5522)

(6.300)
Este mismo resultado para la longitud de pandeo, L, se obtiene conside-
rando que la barra estd compuesta por dos barras ficticias tipo empotrada-
libre, cuyos extremos empotrados son respectivamente t =ay x =a+ L, y
el extremo libre es el punto de inflexién real, xy, para ambas barras. En ese
caso tendriamos una longitud de pandeo para cada barra ficticia, que al ser

sumadas, darfan lugar a la expresion (6.300) obtenida anteriormente.

0.00 | 1.00
0.10 | 1.00
0.20 | 1.00
0.30 | 1.00
0.40 | 1.00
0.50 | 1.00
0.60 | 1.00
0.70 | 1.00
0.80 | 1.00
0.90 | 1.00
1.00 | 1.00
1.10 | 1.00
1.20 | 1.00
1.30 | 1.00
1.40 | 1.00
1.50 | 1.00
1.60 | 1.00
1.70 | 1.00
1.80 | 1.00
1.90 | 1.00
2.00 | 1.00

Cuadro 6.13: Coeficientes 3, para la barra biempotrada de inercia variable
con desplazamiento relativo entre extremos

La longitud de pandeo sera entonces:

Ly = 3,L (6.301)
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_ ) 5
ﬁv = 5(7) = % Kl — €xp Tﬂ) exp (%)} . {eXp (%) - 1} +

% [[exp (5) - 1] e (%25)] . [(1 ) — exp (tT%)]

(6.302)

T
b= ———
In(1+7)

En el Cuadro 6.13 se muestran los valores de (3, en funcion del coeficiente
de ahusamiento, v, v se puede observar como independientemente de ~, el
valor del coeficiente de esbeltez es siempre igual 1. Esto permite afirmar que la
longitud de pandeo de una columna biempotrada, con desplazamiento relativo
entre extremos, es siempre igual a su propia longitud, independientemente
del grado de ahusamiento de la barra. Esto mismo ocurria en el caso de la
barra biarticulada.

(6.303)

6.4.2. Columna equivalente

El modelo de la columna equivalente se muestra en la Figura 6.16.

La ecuacion de equivalencia es:

mEIl, 7T2E]eq
P "5 = mn (6.304)
Donde:
47?2 + 1In*(1 + 2
L ; (1+7))7 (6.305)
41n"(1 + )

1 —T arctan 26 arctan 26
=gz (1o o (HEFE) [ (M5 -]+
—l—% HeXp (g) B 1} exp (arct;n%)] . [(1 ) — exp (arctzn%)]

(6.306)
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Figura 6.16: Columna equivalente para la barra biempotrada de inercia va-
riable con desplazamiento relativo entre extremos

™

= 6.307
In(1+ ) ( )
Con lo que el momento de inercia equivalente es:
I, =0, (6.308)
mﬂ§
b= - (6.309)

En el Cuadro 6.14 se muestran los valores més frecuentes de b para los
diferentes valores de ahusamiento, ~.

La localizacion de I, a lo largo de la barra de inercia variable sera:

I xeq>2 _ m/3;

o= 1(zg) = I, ( ; I (6.310)

T2

Teq = cL (6.311)
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7 [ b ]

0.00

1.00

0.10

1.10

0.20

1.20

0.30

1.31

0.40

1.42

0.50

1.53

0.60

1.64

0.70

1.75

0.80

1.87

0.90

1.99

1.00

2.11

1.10

2.23

1.20

2.35

1.30

2.48

1.40

2.61

1.50

2.74

1.60

2.87

1.70

3.00

1.80

3.14

1.90

3.28

2.00

3.41
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Cuadro 6.14: Valores de b para la barra biempotrada de inercia variable con

desplazamiento relativo entre extremos

C =

mﬁg

77-272

La esbeltez mecanica equivalente sera:

Aeq =

leq

(6.312)

(6.313)
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6.5. Columna de inercia variable empotrada en
un extremo y articulada en el otro

6.5.1. Caso A: Empotrada-articulada
6.5.1.1. Analisis estatico

El esquema de analisis se muestra en la Figura 6.17. El equilibrio de mo-
mentos es:

— Jyp
\
=
L Mint = -Elv" m ;

Ly

Figura 6.17: Barra empotrada-articulada de inercia variable

Momento externo: M, = P - v( ) — M —i— T (x —a)

Momento interno: M;,; = — (E)
Donde:
M
T=— 6.314
= (6314)
Por tanto, la ecuaciéon de equilibrio es
2 M
El, (3> o(2) + Po(a) = M + (= a) = 0 (6.315)
a
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Introduciendo el parametro:

P
k* = 77 (6.316)
La ecuacion queda finalmente:
Mk*a®  Mk*a?
2,1 2 2
— —a) = 31
v (x) + k*a”v(z) » T Ip (x—a)=0 (6.317)

Euacion diferencial cuya solucion general es:

B T . x x T M  M(x—a)
v(x) = A\/gsm <51n E) + B\/gcos <6ln E> ts-—75 (6.318)

Donde:
5:,/(@)2—1—11:,/(%)2—% (6.319)

Para conocer las constantes A y B, aplicamos las condiciones de contorno:

v(a) =0 (6.320)
v'(a) =0 (6.321)
v(a+L)=0 (6.322)
v"(a+ L) =0 (6.323)
Aplicando las dos primeras condiciones tenemos que:
B = _% (6.324)
_ % (6.325)

Quedando la ecuacion de la deformada:

M +2aT [z . x M |z T M Mz —a)
”<I>—W\/gsm<““a>—? ceos(oml) + 5 - =

(6.326)
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Carga de pandeo

Aplicaremos ahora cualquiera de las dos tltimas condiciones de contorno,
por ejemplo la (6.322):

v+ L)=0 (6.327)
Que implica:
—267 cos(§In(1+7)) + (24 7)sin(dIn(1 4 7)) = 0 (6.328)
Obteniéndose finalmente:
20y

tan(dIn(1 + 7)) = 2+~

Ecuacion trigonométrica implicita de la que despejar § analiticamente es
dificil de manera exacta, al igual que veiamos en la ecuacion (6.72) para la
barra empotrada-libre. No obstante, se ha obtenido una expresion analitica
aproximada mediante un ajuste de los resultados obtenidos por procedimien-
tos numéricos:

(6.329)

(6.330)

s T 14311 — 38y
~In(1+7) 10000

Igualando esta expresion con la (6.319):

14311 — 38 EL\> 1
__ 7 Yo (EE) 2 (6.331)
In(1+7) 10000 v 4

Y despejando k, queda:

_ 2
[ 4m2 (M) 4 1n2(1 4 )] 42

k= 6.332
4L21n*(1 +7) ( )
Sabiendo que:
P

k* = Vo (6.333)

Podemos despejar la carga de pandeo de la barra:

[4”2 (M) + In(1 + 7)] 7| EI,

P = (6.334)

P 41n*(1 + ) L?
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0.00 | 20.19
0.10 | 22.23
0.20 | 24.30
0.30 | 26.41
0.40 | 28.55
0.50 | 30.72
0.60 | 32.93
0.70 | 35.18
0.80 | 37.46
0.90 | 39.77
1.00 | 42.11
1.10 | 44.48
1.20 | 46.89
1.30 | 49.33
1.40 | 51.80
1.50 | 54.30
1.60 | 56.83
1.70 | 59.40
1.80 | 61.99
1.90 | 64.61
2.00 | 67.26
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Cuadro 6.15: Factor m para la barra empotrada-articulada de inercia variable

Expresion que se ajusta a la forma general:

Donde:

_ 2
[ (Msz0)? 4 21 4]

e 41n*(1 4 )

Si la barra tiende a ser de inercia constante, se obtiene:

lim m = 20,19

7—0
Por lo que la carga de pandeo quedaria:

20,19E1,
b

(6.335)

(6.336)

(6.337)

(6.338)
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Que es precisamente la expresion de la carga de pandeo de Euler para
una barra empotrada-articulada de inercia constante. Queda asi confirmada
la validez de de la formula obtenida para la barra de inercia variable (6.334).

En el Cuadro 6.15 se recogen los valores mas frecuentes de m en funciéon
del ahusamiento, ~.

Deformada de la barra

La ecuacién de la deformada es:

M +2aT |x . z M |x T M M(x—a
““):%—p\/g&“(““a)—F\EC"S@“;)*F—%

(6.339)
Donde:
B T 14311 — 38y
0= In(1+7) ( 10000 ) (6.340)
Y sus derivadas:
b M\/g[—élaé\/%—i—élaécos (5111 f)}
vi(e) = 10LPx *
M.\/%[(2a+ L+ 4L%)sin (01n £)]
+ GIP. (6.341)
. M(1+46%) [2Lécos (6In %) — (2a + L)sin (61n 2
v (SU) — ( ) |: ( a) 3(/2 ) ( a)] (6342)
Ra20LP (f)
wo o M\/Z(1+46%) [46(2L + a) cos (6In 2)]
Vi) = - 166 L P N
M. /E(1+46%) [(L(46% — 3) — 6a)sin (61n £
MVIO )[R 3 G @]

160 LPx?
La ecuacion de la deformada (Figura 6.18) en este caso oscila alrededor
de un eje con pendiente negativa —T'/P, debido a la presencia del cortante
T. Concretamente, la ecuacion de la recta que define dicho eje es:

M+al' T
r(z) = —]i;a — B¢ (6.344)
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Con lo que la ordenada en el origen y, por tanto, el punto de partida de
la curva es (M + aT)/P.

iv

(M+aT)iP

Figura 6.18: Deformada de la barra empotrada-articulada de inercia variable

En cuanto a la flecha méaxima, podemos localizarla maximizando la fun-
cion de la deformada:

0 (6.345)
M /% [—4a6./% + 4ad cos (§1n 2)]
40LPx ’
M\/Z [(2a+ L + 4L6?)sin (6 In
N I [( a+ L+ )Sln( na)] —0 (6.346)

40LPx
Y teniendo en cuenta que x # 0 y a # 0, tenemos que:

—4a5\/§ + 4ad cos ((5 In f) +
a a

+(2a+ L + 4L6%) sin (5 In 2) —0 (6.347)

Despejando la abscisa x de esta ecuaciéon obtendriamos el punto donde la
flecha es maxima. Sin embargo, despejar z es inviable analiticamente, siendo
necesario recurrir al calculo numérico.
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Momentos flectores en la barra

La ley de momentos flectores es:

M(z) = —EI, (f)zv”(x) _

a

El, (2)° (1+46*) [2Locos (6l 2)]
8a25P (£)*?

EL (£)"(1+46%) [-(2a+ L)sin (0In 2)]
8a25P (2)*”

184

(6.348)

Si queremos conocer el momento maximo debemos aplicar la condicion:

U”/(l‘) — 0
Es decir:

M \/Z(1 +452) [46(2L + a) cos (§1n £)]
- 160 L P23

M \/Z(1+48%) [(L(46* — 3) — 6a) sin (§In £)]
N 160L Pz
Y teniendo en cuenta de nuevo que z # 0y a # 0, tenemos:

40(2L + a) cos (5 In 2) +

+(L(46% — 3) — 6a) sin (5 In g) ~0

x 46(2L + a)
B L(46% — 3) — 6a
B 402y + 1)
(462 -3) -6
Si despejamos x se obtiene:
7 + arctan [_—7?3(5221;)1_)6]

Tm,méx — A E€XP

J

(6.349)

(6.350)

(6.351)

(6.352)

(6.353)
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Con:

14311 — 14311 — 38%
§=—" SU=38yy T a (6.354)
In(1+ ) 10000 In (1+ L) 10000

El momento maximo serd por tanto:

Mpax = M(xm,méx> (6355)

Podemos comprobar también que si la barra tiende a ser de inercia cons-
tante, el momento maximo se produce en x = 0,65L, como describe la biblio-
grafia:

1 (2 max — @) = 0,65L (6.356)

a—0Q0

Longitud de pandeo

Aplicando la condicién de inflexion:

v"(z) =0 (6.357)

M (1 +462) [2L5 cos (0In %) — (2a 4 L) sin (6In £)]

=0 (6.358)
8a25LP (£)*
Y como a # 0 y x # 0, entonces:
x , x
2L cos (5 In —) ~ (2a+ L)sin (5 In —) ) (6.359)
a a
x 2L) 207y
tan (9102 ) = = 6.360
anom a 20+ L 2+~ ( )
Si despejamos x, queda:
arctan <22ji—1> + nm I arctan (%) +nm
T = aexp 5 = —exp 5 (6.361)

La distancia entre puntos de inflexion o longitud de pandeo, Ly, seré igual
al incremento de z entre n y n+ 1 dentro del intervalo x € [a, a + L], siendo
enestecason=0yn=1:
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20~
arctan (—2 ﬂ)

n=0=1xy=—exp 5 (6.362)
g
arctan (25—7> +m
n=1= 1 = = exp ;” (6.363)
Por tanto:
Ly=Arx =21 —x9=
L arctan (%) +m arctan (%)
= ; exp 5 — exp 5 =
26+
I arctan (—>
= 5 (exp% - 1) exp % (6.364)
En cuanto al coeficiente de esbeltez:
Ly=p,L (6.365)
26y
1 T arctan <?)
By =p(y) = ; (exp 5 1) exp % (6.366)
Donde:
T 14311 — 38y
§ = 6.367
In(1+ ) ( 10000 ) ( )
Si la barra tiende a ser de inercia constante, tenemos que:
lin% By, =0,7 (6.368)
"}/—)

Que es concretamente el valor de § para una barra empotrada-articulada
de inercia constante, cuya longitud de pandeo es L, = 0,7L.

En el Cuadro 6.16 se muestran los valores mas frecuentes de (3, en funcion
del ahusamiento, 7.



CAPITULO 6. LA COLUMNA IDEAL DE INERCIA VARIABLE 187

0.00 | 0.70
0.10 | 0.71
0.20 | 0.72
0.30 | 0.73
0.40 | 0.73
0.50 | 0.74
0.60 | 0.75
0.70 | 0.75
0.80 | 0.76
0.90 | 0.76
1.00 | 0.77
1.10 | 0.77
1.20 | 0.78
1.30 | 0.78
1.40 | 0.79
1.50 | 0.79
1.60 | 0.79
1.70 | 0.80
1.80 | 0.80
1.90 | 0.80
2.00 | 0.81

Cuadro 6.16: Coeficientes (3, para la barra empotrada-articulada de inercia
variable

6.5.1.2. Columna equivalente

El modelo de la columna equivalente se muestra en la Figura 6.19.

La ecuacion de equivalencia es:

mEl, _ w*El,

b= = (6.369)
Donde:
_ 2
[ (19058”1214 7
m = (6.370)

41n*(1 +7)
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J;,F"
leq b4
N\
|
|
— > pL |
P
|
|
/)
¥eq=CL L ¥
o
ke b

Figura 6.19: Columna equivalente para la barra empotrada-articulada de iner-
cia variable

arctan (2‘5—7>

1

B, = S (exp% — 1> exp 5 = (6.371)
s 14311 — 38y
0= 6.372
In(1+ ) ( 10000 ) ( )
Con lo que el momento de inercia equivalente es:
I, =0bl, (6.373)
m3?

b= 7727 (6.374)

En el Cuadro 6.17 se muestran los valores més frecuentes de b para los
diferentes valores de ahusamiento, .

La localizacion de I, a lo largo de la barra de inercia variable sera:

2 2
“kq> _ e (6.375)

a 2

]@:H%Q:L(
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7 [ b ]

0.00

1.00

0.10

1.10

0.20

1.27

0.30

1.41

0.40

1.56

0.50

1.71

0.60

1.86

0.70

2.02

0.80

2.19

0.90

2.35

1.00

2.52

1.10

2.70

1.20

2.88

1.30

3.06

1.40

3.25

1.50

3.44

1.60

3.63

1.70

3.83

1.80

4.03

1.90

4.23

2.00

4.43

Cuadro 6.17: Valores de b para la barra empotrada-articulada de inercia va-

riable

Teqg = CL

m/3?
¢= \/ 7r2772

La esbeltez mecanica equivalente sera:

Aeg =

Leq

(6.376)
(6.377)
- &L (6.378)
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6.5.2. Caso B: Articulada-empotrada
6.5.2.1. Analisis estatico

El esquema de analisis se muestra en la Figura 6.20. Este es similar al
Caso A, con la tnica diferencia de que la barra estd invertida, por lo que las
condiciones de contorno también lo estan.

v
Mint = -Elv" [,’/-iv\ T

17

Te i

Figura 6.20: Barra articulada-empotrada de inercia variable

La ecuaciéon general de la deformda es en este caso:

B T . N M M(a+ L—x)
v(z) = A\/gsm (5111 >+B\/gcos (cﬂn E>+F_T (6.379)

Donde:

_ (@f 21 (6.380)

- (6.381)

Las condiciones de contorno son en este caso:
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v(a) =0 (6.382)

v"(a) =0 (6.383)
va+ L) =0 (6.384)
v'(a+L)=0 (6.385)

La segunda condicion es redundante respecto de la primera. Aplicando la
primera y la tercera condicién se obtienen las constantes de integracion:

B=0 (6.386)

M
A= P s m 1) (6.387)

Carga de pandeo

Aplicaremos ahora la ultima condicion de contorno (6.385):

V(a4 L) =0 (6.388)
2L5
M |2a+ L — tan(d In(14+7)) —0 (6 389)
2LP(a 1 L) '

De donde se obtiene la ecuacion:

20y

tan(dIn(1 + 7)) = 2+~

Ecuacién trigonométrica idéntica a la que se obtuvo en el Caso A (empotrada-
articulada) (6.329). Esto permite afirmar que la carga de pandeo de una barra
articulada-empotrada de inercia de variable es igual a la carga de pandeo de
una barra empotrada-articulada, es decir, la posicion relativa de los extremos
no influye en la resistencia a pandeo. Aunque al principio pueda no esperarse
que las cargas de pandeo sean iguales para el Caso A y el caso invertido, B,
las caracteristicas de contorno implican, desde el punto de vista matematico,
una simetria de las soluciones para el problema. Una interpretacion fisica de
la simetria de cargas de pandeo puede ser que la presencia de la articulacion
en uno de los extremos amortigua en cierta forma la curva deformada, v(z),

(6.390)
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de tal manera que aunque invirtamos los extremos de la barra, la deformada
se adapta a cada condicién de trabajo, permitiendo méas o menos giro en la
articulaciéon segin el momento de empotramiento en el extremo opuesto. Es-
to hace que la resistencia al pandeo, referida a la carga de pandeo, sea igual
en los Casos A y B. Sin embargo, veremos mas adelante como la longitud de
pandeo y el momento de inercia equivalente si que difieren en uno y otro caso.

0.00 | 20.19
0.10 | 22.23
0.20 | 24.30
0.30 | 26.41
0.40 | 28.55
0.50 | 30.72
0.60 | 32.93
0.70 | 35.18
0.80 | 37.46
0.90 | 39.77
1.00 | 42.11
1.10 | 44.48
1.20 | 46.89
1.30 | 49.33
1.40 | 51.80
1.50 | 54.30
1.60 | 56.83
1.70 | 59.40
1.80 | 61.99
1.90 | 64.61
2.00 | 67.26

Cuadro 6.18: Factor m para la barra articulada-empotrada de inercia variable

Siguiendo el mismo procedimiento que en el Caso A, tenemos que:

n 14311 — 38y
5= 6.391
(1 +7) ( 10000 ) (6.391)

Y la carga de pandeo es:
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14311387 2 2
P, = [4 ? (S Toow 1)+ 01 +7>} " Bl _ mil (6.392)
p= 41n*(1 4 ) L |

[ (12ton)? | 1214 )] 52
41n*(1 +7)

En el Cuadro 6.18 se muestran los valores mas frecuentes de m en funcion
de 7.

(6.393)

m =

Deformada de la barra

La ecuacién de la deformada es:

(2) = M \/@S. <51 g)_i_%_M(a—l—L—m)
= P/T+~vsin(dIn(l+7))V a PO P LP
(6.394)
Donde:

7r 14311 — 38~
5= 6.395
(1 +7) ( 10000 ) (6.395)

Y sus derivadas:

_ M/Z[-2L5cos (JIn %) + 2ay/TF 7/ sin(01n(1 +7))] N
2LP\/1T+ vxsin(dIn(1 + 7))

M./% [~Lsin (§1n )]
2LP\/T+yzsin(dIn(1 + 7)) (6.396)

o) = M (462 + 1)sin (6In ) (6.397)

1a?PyT+7 (£)"?sin(5In(1 + 7))

V()

M\ /%(46% + 1) [26 cos (6 In£) — 3sin (§In 2)]
8P/T+ vya3sin(dIn(1 + 7))
La ecuacion de la deformada (Figura 6.21) en este caso oscila alrededor

de un eje de pendiente positiva 7'/ P. Concretamente, la ecuacion de la recta
que define dicho eje es:

V" (z) = (6.398)
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M- (a+L)T T
rie) = P P
Con lo que la ordenada en el origen y, por tanto, el punto de partida de
la curva es [M — (a + L)T]/P.

x (6.399)

Y

[M-(a+L)T/P

Figura 6.21: Deformada de la barra articulada-empotrada de inercia variable

Para conocer la posicién de la flecha maxima y su posicion, debemos
aplicar la condicién:

V'(x) =0 (6.400)

Obteniéndose la ecuacidn:

—2L4 cos (5 In E) +2a+/1 + 7\/25111(5111(1 +7)) — Lsin (5 In E) =0
a a a
(6.401)
Despejando x numéricamente obtendremos la abcisa de la flecha maxima.
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Momentos flectores en la barra

La ley de momentos flectores es:

M) = ~B1 (2) (@) =

_ —Bl, ()" M(49* + 1)sin (31n 2)
4a2P/T ¥~ (5)3/2 sin(dIn(1 + 7))

Si queremos conocer el momento maximo, debemos aplicar la condiciéon:

(6.402)

V" (x) =0 (6.403)
Es decir:
M \/Z(40% +1) [25 cos (0In£) —3sin (JIn )] 6.404
8P\/T+ yz3sin(dIn(1 + 7)) B (6.404)
Y teniendo en cuenta que x # 0y a # 0:
x , x
24 cos (5 In 5) — 3sin <6 In E) =0 (6.405)
x 2
tan (5 In 5) = 2 (6.406)
Si despejamos x se obtiene:
tan (26
Tyméx = A €XD [%] (6.407)

Con:

14311 — 38 14311 — 38%
| — ) a (6.408)
In(1 + ) 10000 In(1+ %) 10000

El momento maximo serd por tanto:

Mpax = M(xm,méx> (6409)
Podemos comprobar que si la barra tiende a ser de inercia constante, el

momento maximo se produce en x = 0,35L, como era de esperar:

lim (2, max — @) = 0,35L (6.410)

a—00
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Longitud de pandeo

Aplicando la condicién de inflexién:

V'(z) =0 (6.411)

Tenemos que:

M (462 + 1)sin (6In 2)

372 =0 (6.412)
4a2P/T+7 (£)” sin(01n(1 + 7))
Y como x # 0 y a # 0, entonces:
_ x
sin (5 In —) ~0 (6.413)
a
SIn” =nnm (6.414)
a
Si despejamos x, queda:
L nmw
= — — 6.415
x 5 exp( 5 ) ( )

La distancia entre puntos de inflexion o longitud de pandeo, Ly, seré igual
al incremento de x entre n y n+ 1 dentro del intervalo z € [a, a + L], siendo
enestecason=0yn=1:

L
n=0= 2= — (6.416)
Y
L s
—lo == (—) 6.417
n X1 ~ exXp 5 ( )
Por tanto:
L
Li=Av=2, —x9=— [exp <§) — 1} (6.418)
Y

En cuanto al coeficiente de esbeltez:

Ly = B,L (6.419)

[exp (%) . 1] (6.420)
Donde:
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0.00 | 0.70
0.10 | 0.69
0.20 | 0.68
0.30 | 0.67
0.40 | 0.66
0.50 | 0.66
0.60 | 0.65
0.70 | 0.64
0.80 | 0.64
0.90 | 0.63
1.00 | 0.62
1.10 | 0.62
1.20 | 0.61
1.30 | 0.61
1.40 | 0.61
1.50 | 0.60
1.60 | 0.60
1.70 | 0.60
1.80 | 0.59
1.90 | 0.58
2.00 | 0.58

Cuadro 6.19: Coeficientes 3, para la barra articulada-empotrada de inercia
variable

m 14311 — 38~
5= 6.421
(1 +7) ( 10000 ) (6.421)

Si la barra tiende a ser de inercia constante, tenemos que:
h’n% By =0,7 (6.422)
’Y—)

Que es justamente el valor de # para una barra articulada-empotrada de
inercia constante, cuya longitud de pandeo es Ly = 0,7L.

En el Cuadro 6.19 se muestran los valores mas frecuentes de 3, en funcién
del grado de ahusamiento, 7.
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6.5.2.2. Columna equivalente

El modelo de la columna equivalente se muestra en la Figura 6.22.

FI
¥egq=CL | Q?
b i - o
N
—_ |
L |
PrL |
|
|
| 7
atlL L

—=
T

Te

Figura 6.22: Columna equivalente para la barra articulada-empotrada de iner-
cia variable

La ecuacion de equivalencia es:

mEI, _ w*El,

=" = (6.423)
Donde:
_ 2
4 (M0E) 4 (14 9)| 12

m = 5 (6.424)

41n*(1 +~)

1 s
b= [exp (5> - 1] (6.425)
T 14311 — 387

0= 6.426
In(1+7) ( 10000 ) (6.426)

Con lo que el momento de inercia equivalente es:
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7 [ b ]

0.00

1.00

0.10

1.07

0.20

1.14

0.30

1.21

0.40

1.27

0.50

1.34

0.60

1.41

0.70

1.47

0.80

1.54

0.90

1.60

1.00

1.67

1.10

1.73

1.20

1.80

1.30

1.87

1.40

1.92

1.50

1.99

1.60

2.05

1.70

2.12

1.80

2.18

1.90

2.24

2.00

2.31

199

Cuadro 6.20: Valores de b para la barra articulada-empotrada de inercia va-

riable

I

b

bl,

e

T2

(6.427)

(6.428)

En el Cuadro 6.20 se muestran los valores més frecuentes de b para los

distintos valores de ahusamiento, ~.

La localizaciéon de I, a lo largo de la barra de inercia variable vendra

dada por:

2
Ly = I(2e) = I (ﬂ

a

(6.429)



CAPITULO 6. LA COLUMNA IDEAL DE INERCIA VARIABLE 200

Teg =L (6.430)

m/3?
=\ (6.431)

La esbeltez mecanica equivalente sera:

L L
Aog = — = by (6.432)

Leg




Capitulo 7

Columna con extremos elasticos

En este capitulo analizaremos de nuevo el pandeo por flexiéon en columnas
de inercia variable en condiciones ideales, pero en esta ocasioén las restriccio-
nes en sus extremos no estardn definidas al igual que veiamos en el capitulo
6, donde reproduciamos los cinco casos de Euler. En este caso, la columna
a estudiar se supondré formando parte de una estructura mas compleja, de
tal manera que los extremos de dicha columna se comporten como un nudo
rigido de conexion con otras barras de la red estructural.

Para llevar a cabo un estudio de este tipo, tendremos que recurrir al ané-
lisis de una columna sometida a ciertos momentos flectores en sus extremos,
los cuales dependeran de la carga axial actuante y de las rigideces frente al
giro de los nudos extremos, que dependerdn a su vez de las caracteristicas
resistentes de las barras que concurren en dichos nudos. La metodologia a
emplear serd similar a la mostrada en el capitulo 2, secciéon 2.1.1.7, pero en
este caso la barra serd de inercia variable. En las secciones sucesivas de este
capitulo se mostrara en orden légico el proceso de anélisis.

7.1. Columna de inercia variable con restriccio-
nes elasticas en los extremos

En esta seccién analizaremos una hipotética barra que al encontrarse en el
seno de una red estructural, tiene sus extremos bajo unas ciertas condiciones
elasticas dependientes de las caracteristicas del sistema estructural al que
dicha barra pertenece.

En la secciéon 7.2 nos encargaremos de definir y modelizar esas restric-
ciones elasticas que caracterizan los nudos extremos de la barra, una vez
conocida la tipologia de estructura en la que se encuentra dicha barra.

201
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7.1.1. Caso A: Sin desplazamiento lateral relativo entre
extremos (Intraslacional)

El esquema de analisis elegido sera el de doble curvatura, el cual se mues-
tra en la Figura 7.1. Los resultados obtenidos seran validos para el caso de
simple curvatura sin més que cambiar el signo a uno de los momentos extre-
mos.

Hp
N

|T
X-d
|
T

Me
FI

Mint = -Elw

Figura 7.1: Columna de inercia variable con extremos eldsticos sometida a
carga azxial (Caso A)

Los momentos interno y externo son:

Momento externo: My, (z) =P -v(x) =T - (x —a) + Mp
Momento interno: M, (z) = —EI(x) -v"(z) = —El, (f)2 0" (x)

Donde:

Ms+ M
T = % (7.1)

Igualando ambos momentos se llega a la siguiente ecuacion de equilibrio:
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2 My+ M
BL (%) () + Po(a) - %(x W+ Mp=0  (7.2)
a
Introduciendo el parametro:
P
k= 7.3
7l (7.3)
La ecuacion de equilibrio queda:
o) 1 Katn(y  Mat Ma)? Mpa
z*v"(z) + k*av(x) LEL (x —a) + L =0 (7.4)
Cuya soluciéon general es:
v(z) = A\/Esin (51n f) + B\/Ecos (5111 f) +
a a a a
My + Mp Mp
e YT L (7:5)

Donde:

5:,/(@)2—1—11:,/(%)2—% (7.6)

Para conocer las constantes A y B, debemos aplicar las condiciones de
contorno:

v(a) =0 (7.7)
ola+L)=0 (7.8)
v(a) = O g—; (7.9)
W(a+ L) =04 — R%; (7.10)

Donde R4 v Rip son las constantes elasticas o rigideces de los nudos A
y B respectivamente.

Aplicando las dos primeras se obtiene:

~ V1I+yMpcos(dln(l+1)) + My

A pum—
VI+YEILK?sin (6 1n(1 + 7))

(7.11)
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Mp
= - A2
B El.k? (7.12)

Carga de pandeo

Aplicando las dos tltimas condiciones de contorno conjuntamente, se po-
dria hallar la carga de pandeo para la barra en funciéon de las rigideces de los
nudos, Ria y Rrp. No obstante, para determinar dichas rigideces es necesario
conocer las caracteristicas geométricas y elasticas de las barras que concurren
en cada uno de los nudos, tema del que nos ocuparemos en la seccién 7.2.

En esa secciéon también podremos comprobar que se puede conocer la
carga de pandeo por medio del planteamiento del equilibrio en los nudos, sin
conocer la deformada de la barra que aqui hemos calculado.

Longitud de pandeo

Para conocer la longitud de pandeo aplicamos la condicién de inflexién:

v"(z) =0 (7.13)

Llegéndose a la siguiente relacion:

sin (5 In %)
sin (6 (In(1+~) —In%))

Para despejar = y hallar la longitud de pandeo, es necesario de nuevo
conocer los valores de R4 v Rip. En la secciéon 7.2, como ya se ha comentado,
daremos respuesta a estas incognitas y podremos conocer los valores de la
longitud de pandeo en funciéon del ahusamiento, 7.

M Ry50
:‘/1+7ﬁj:‘/1+732j9j (7.14)

7.1.1.1. Ecuaciones pendiente-desplazamiento. Funciones de esta-
bilidad

Buscaremos ahora las ecuaciones pendiente-desplazamiento para la barra
en estudio, las cuales nos serdn de utilidad para el analisis en la seccion 7.2.

Partimos de la ecuacion de la deformada (7.5), y reagrupamos sacando
factor comiun M, y Mp:

\/Ecos ((5111{) - Vacos(0ln(l+9))sin(0Inf)  z—a .
a a

M )
sin (0 In(1 + 7)) L

V@) = 51m

+
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M Lsin (01n £ _
ELE? | /T+~sin(dIn(1+7)) L

Si derivamos esta ecuacién y particularizamos para los extremos z = a y
x = a + L, obtenemos las expresiones de los giros en dichos extremos:

o ) L *3sin (@1 +9)) —ydcos (L +9) |-
El, (kL)?sin (6 In(1 4 7))
N 7 |sin(dIn(l+7v)) —~4 ﬁ (7.16)
El, | (kL)Zsin (0In(1 1 7)) 4 '
/ 7 |sin(dIn(l+7)) =~ #
s =7(a+L)= El [ (kL)%sin (6 In(1 + 7)) Mot
2 gin (6 1n(1 + 7)) — =8 cos (8 In(1 +
L L2 (0 1n( ’y.)) 0o Ol +9) M (7.17)
El, (kL)?sin (6 In(1 4 7))
Podemos escribir estas ecuaciones en forma matricial:
04 faa fam My
— 7.18
{HB] |:fBA fBBl{MBl )
Donde:
2 gin (§1n(1 + 7)) — 28 cos (8 In(1 +
o o[BI i@ )]
El, (kL)?sin (6 In(1 + 7))
7 |sin(dIn(l+7)) =~ ﬁ 5
fap = fpa = EI, (kL)?sin (6 In(1 4+ ~)) (7.20)
L HTV sin (6 In(1 4 )) — yd cos (0 In(1 + 7))
Fop = — (7.21)
El, (kL)?sin (6 In(1 + 7))

Si despejamos los momentos extremos:
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My faa fas ] { 0a ]
= 7.22
{ Mp } [ fBa [BB } Us (7.22)
Que invirtiendo la matriz de transformaciéon da lugar a:
My CAA CAB 04
= 7.23
|:MB:| |:CBA CBB:||:QB:| ( )
Donde:
Bl [ (484 13(147) (298C — (24)5) (7.24)
ML 124624 4)C + (462 — 1)8 — 85y T +7) '
o 2(48% + 1)y(1 + ) (S 6 M) )
AT BT L 12 (4624 7)C +7(462 —1)8 — 80/ T+ 79) '
o BL | (497 + 1)y (299C = (241)S) (299C = (2+1)5) (7.26)
BB 2 (46(2 +7)C + (402 — 1)S — 85/T + 7) '
S =sin (6 In(1 + 7)) (7.27)
C = cos (61n(1 + 7)) (7.28)

Finalmente, deshaciendo las matrices y recopilando términos, podemos
escribir las ecuaciones pendiente-desplazamiento para la barra en estudio:

El,

MA = T(Sﬂﬂ'ieA + SW-HB) (729)
El,

MB = T(SwjieA + S,ijeB) (730)

Donde:

CAAL (4(52 + 1

(L +
S’le_ E[a - (45(2—{—7)@

’(y 5(27(50 (2+7)9) (7.31)

1)S —85vI+7)
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o easl_cml_ 249 + 1)7(1+7) (5 =18,/
Wt Bl Bl 2(45(247)C + (462 — 1)S — 86T+ 7)
(7.32)
_ el _ (46% 4+ 1)y (270C — (2 +7)S)

o - — 7.33
P9 T EL, T 2(46(2 + )0 + (462 — 1)S — 86T+ 7) (7:33)

[kL 1

Estas funciones s.;;, Syij, Svji, 545, son las funciones de estabilidad, seme-
jantes a la de James, pero generalizadas para barras de inercia variable, y que
fueron calculadas por primera vez por Ermopoulos [11] en 1988, y empleadas
por Lopez Aguilar [22] en 1993 para el analisis de porticos a dos aguas con
barras de inercia variable. Dichas funciones dependen exclusivamente de la
carga axial, P, y del grado de ahusamiento de la barra, ~.

Si hacemos v — 0, se reproducen sin problemas las funciones de estabili-
dad de James para barras de inercia constante (2.222) y (2.223):

kLsinkL — (kL)?cos kL

s i s — Hm 8ss _ 7.35

8 531 Vli% it = 055 T 9 Ty cos kL — kL sin kL (7.35)
o e B (kL)> — kLsinkL

Sij = Sji = »IYLI% Syij = al,lir(l) Svii = 2—2coskl — kLsinkL (7.36)

Si mantenemos la inercia variable, pero consideramos que la carga axial,
P, tiende a anularse, se obtienen los coeficientes de rigidez de la barra. Para
ello, hacemos k — 0, y puesto que:

kL 1
d=y]— —— 7.37
o (7.37)
Entonces tenemos § — —}1 = %, por tanto:
1 2(1 In(1 — (2

5 (147)In*(147) — 12
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Y1 +7) (2y = (2+79) In(1 +7))

— = lim s, = lim s, = 7.39
g = g = I S = L (1+7)In*(1+7) =2 (739
2(1 In(1 — (2

63 (1+7)In*(1 +7) — 72

Si ademas hacemos v — 0, se obtienen los coeficientes de rigidez para
barras de inercia constante:

}/11)% Rrii = ,lyl,E}I(l] Rrjj = 4 (741)
Flyli}T(l) Rryij = Flyl/iﬁl) Ryji = 2 (742)

7.1.2. Caso B: Con desplazamiento lateral relativo entre
extremos (Traslacional)

El esquema de andlisis elegido sera el de doble curvatura, el cual se mues-
tra en la Figura 7.2. Los resultados obtenidos seran validos para el caso de
simple curvatura sin més que cambiar el signo a uno de los momentos extre-
mos.

Los momentos interno y exerno son:

Momento externo: Mg, (z) = P -v(z) + Mp
Momento interno: M;,,(z) = —EI(x) - v"(z) = —EI, (5)2 0" (x)

Igualando ambos momentos se llega a la siguiente ecuacion de equilibrio:

2
El, <§> V() + Pu(z) + Mp = 0 (7.43)
a
Introduciendo el parametro:
P

K = 7.44
B (7.44)

La ecuacion de equilibrio queda:

M 2

2" () + k*av(z) + 59 _ (7.45)

El,

Cuya soluciéon general es:
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7-"_
i
FI
L Mint = -E V" V“Vf\
|

w-a |

: |
7-"_

%/ WMe

B P
=

Figura 7.2: Columna de inercia variable con extremos eldsticos sometida a
carga axial (Caso B)

Donde:
5= (ka)Q—l— kL 2_1 (7.47)
B 4 o 4 ‘
Para conocer las constantes A y B, aplicamos las condiciones de contorno:
v(a) =0 (7.48)
via+ L) =A (7.49)
M
v'(a) =g = =2 (7.50)
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Ja+ L) =0, = da (751)
Ria

Donde R4 v Rip son las constantes elasticas o rigideces de los nudos A
y B respectivamente.

Aplicando las dos primeras se obtiene:

My —/T+yMpcos(61In(1+ 7))

7.52
VI+~EILK?sin (61n(1 + 7)) (7.52)
Mg

Carga de pandeo

Aplicando las dos dltimas condiciones conjuntamente, se podria hallar la
carga de pandeo para la barra en funcion de las rigideces de los nudos, Ri4 y
Rip. No obstante, para determinar dichas rigideces es necesario conocer las
caracteristicas geométricas y elasticas de las barras que concurren en cada
uno de los nudos, tema del que nos ocuparemos en la seccion 7.2.

En esa secciéon también podremos comprobar que se puede conocer la
carga de pandeo por medio del planteamiento del equilibrio en los nudos, sin
conocer la deformada de la barra que aqui hemos calculado.

Longitud de pandeo

Para conocer la longitud de pandeo debemos aplicar la condicion de in-
flexion de la deformada de la barra:

v(x) =0 (7.54)

Llegédndose a la siguiente expresion:

sin (61n )
sin (6 (In(1+~) —In%))

Para despejar = y hallar la longitud de pandeo, es necesario de nuevo
conocer los valores de R4 v Rig. En la seccion 7.2, como ya se ha comentado,
daremos respuesta a estas incognitas y podremos conocer los valores de la
longitud de pandeo en funciéon del ahusamiento, ~.

M Ry.p0
— VTR = VIT R (1)
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7.1.2.1. Ecuaciones pendiente-desplazamiento. Funciones de esta-
bilidad

En este caso, las funciones de establidad son idénticas a las del Caso
A, y las ecuaciones pendiente-desplazamiento, sufren una pequena variacion
debido a la presencia del desplazamiento relativo entre extremos, A. Puesto
que el proceso de célculo es similar al del Caso A, inicamente se mostraran
las ecuaciones finales:

El, A

My = 7 |:57ii6A + 8405 — (Syii + SW')Z} (7.56)
El, A

Mp = —= [SmﬂA + 54508 — (545 + Swj)f] (7.57)

Donde s.;i, Syij, Svjis Svjj, son las funciones de estabilidad descritas en

(7.31), (7.32) y (7.33).

7.2. Caracterizacion de las restricciones elasti-
cas en los extremos de una barra pertene-
clente a un sistema estructural

En esta seccién nos encargaremos de definir y modelizar las restricciones
elasticas que caracterizan los extremos de una barra perteneciente a una es-
tructura mas compleja. Para ello, estudiaremos las caracteristicas élasticas
de las barras que concurren en los nudos extremos de la barra en cuestion,
obteniéndose los valores de las rigideces Rya y Rpp que nos serviran para
hallar la carga y la longitud de pandeo de la barra, las cuales tuvimos que
dejar aparcadas en la seccion 7.1, precisamente por el desconocimiento de las
rigideces de los nudos.

Se puede intuir que este método es sélo aprorimado, ya que tnicamente
definiremos las rigideces de los nudos, Rya y Rip, a partir de la informa-
cion derivada de las barras que concurren en dichos nudos, pero no se tendra
en cuenta el resto del sistema estructural. No obstante, haciendo ciertas su-
posiciones que se verdn més adelante, podemos conseguir unos resultados
bastante buenos para la carga y la longitud de pandeo. Ademaés, este mé-
todo es mucho mas versatil y permite una rapidez de calculo mayor que la
proporcionada por el método exacto o método matricial de rigidez.".

!Consultar referencia [22], donde se analiza de manera exacta un pértico a dos aguas
con barras de inercia variable.
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7.2.1. Barra de inercia variable rodeada de barras de
inercia constante (Estructura Tipo I)

7.2.1.1. Estructura Tipo I-A (Intraslacional)

El esquema de andlisis se muestra en la Figura 7.3.

Figura 7.3: Estructura Tipo I-A

Tendremos en cuenta las siguientes hipotesis:

= Los nudos de conexién entre barras son rigidos, es decir, todas las barras
que concurren en el nudo experimentan el mismo giro.

= La estructura es intraslacional, es decir, no hay posibilidad de despla-
zamiento transversal relativo entre los nudos.

= Las barras pandean en simple curvatura si la estructura es intraslacio-
nal, demostrado por diversos autores [8].
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= Existe una carga axial, P, que comprime por sus extremos a las colum-
nas cl y c3.

» Las vigas no conducen carga axial.

» Los giros en los extremos alejados de las vigas (C y D) no son iguales a
los giros en los extremos de las columnas (A y B). Con esto se hace una
generalizacion del modelo de Julian y Lawrence, mostrado en 2.1.1.7.

» Los giros en los extremos de las columnas son alternados, seglin se
alternan los nudos (A y B).

= No se considera el peso propio de las barras.

Nuestro objetivo es estudiar como pandea la columna ¢2, de longitud L, com-
prendida entre los nudos A y B, cuya inercia es variable segin la expresion
de Timoshenko (6.2), cumpliéndose que T4 = I,(1 +7)?, Ig = I,.

Para el analisis, emplearemos las ecuaciones pendiente-desplazamiento
deducidas en la seccion 7.1.1.1, aplicadas en los nudos A y B:

Columna 1:
El
(Ma)e = (T) (si6a + sij0B) (7.58)
cl
Columna 2:
El,
(Ma)e = ( 17 ) (84ii0a + 54ii0B) (7.59)
c2
El,
(Mada = (5 (srs0+ 530 (7.60
c2
Columna 3:
EI
(Mp)es = (T (55i0a + 55;0B) (7.61)
c3
Viga 1:

(M) = (T>bl (404 — 20¢) = (T)bl (4— 2T 4)04 (7.62)
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I'y= (9_0 (7.63)
0
Viga 2:
El EI
(Ma)pe = <T> (404 — 20¢) = (T) (4—2I4)04 (7.64)
b2 b2
Viga 3:
El El
(Mp)ps = (T) (405 — 20p) = <T> (4—2I'g)0p (7.65)
b3 b3
I'p = Q—D (7.66)
0
Viga 4:
El El
(MB)M = <_> (493 — 291)) = <—> (4 — 2FB>03 (767)
L)y L )y

La condicién de equilibrio en el nudo A es:

(Ma)er + (Ma)ea + (Ma)py + (Ma)pz = 0 (7.68)

Despejando el momento correspondiente a la columna ¢2:

(Ma)er = —(Ma)or — (Ma)pe — (Ma)er (7.69)

Si sutituimos en esta ecuacion las expresiones correspondientes en funcion
de los giros extremos, tenemos que:

(Ma)s = — (%) (4— 20404~ (%) (4 9T )0

El
- (T) (siifla + 5i;0B) (7.70)
cl

Por otra parte, de la ecuacion (7.59) se deduce:

My)e
Syiifa + $4ijfp = % (7.71)
(T)cQ
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O bien:
(MA)62
siila+ sij0p = —— 5 — (7.72)
’ \I[A (%)02
Siendo:
Syiifla + 54ij0B
g, — 2o yij .
AT s+ $i;0p (7.73)
Sustituyendo (7.72) en (7.70), tenemos que:
ELY (), +(F)
(M) = — (4 — 200) 0, ( ) ut e 4 gy
L/ (%)01 + 04 (ELIa)c2

Procediendo de la misma manera para el nudo B, obtenemos:

(T + (T )
- bg. (7.75)

(Mp)er = —(4— 2T5) U5 <E1>

Donde:

8vjifla + 64508

U, =
B sjiGA—i—sjoB

(7.76)

Para simplificar introduciremos los factores de rigidez relativa de los nu-
dos:

EI + U El,
Ga= “él) +A;§ )e (7.77)
L /b1 L /b2
Uy (), + (2)
GB — c2 L /c3 (7.78)
(Efj)b:a + (ETI b4
Por lo que se obtiene:
4 — 2T )Wy (Ela
(MA)02 - _( AéAA ( L )62 9,4 = —RkAHA (7.79)
4 —2T'p)Vp (Ll
(MB)cZ - _( BZ;BB ( L )6293 = _RkBQB (780)

Y ya quedan por tanto definidas las constantes elasticas o rigideces de los
nudos:
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(4 —200)0, (Ef2),

2
— 81
Ria a (7.81)
4 — 9Tz Uy (Ll
kB = ( Bz; 5 () (7.82)
B

Por otra parte, igualando las ecuaciones (7.59) y (7.79) para el nudo A,
y las ecuaciones (7.60) y (7.80) para el nudo B, llegamos a las siguientes
expresiones:

4 —2I' )W
|:S'yii %] 04+ Sm‘jeB =0 (783)
4 —2I'g)W
SW‘Z'QA + |:S»yjj + ( g B) B:| (93 =0 (784)
B
Las cuales podemos escribir en forma matricial:
42T AV
i S(WF yw [QA ] - {O} (7.85)
4-2 = .
Sy svii + a2 | L 0s 0

En el momento de producirse el pandeo, debemos obtener una solucién
del sistema distinta de la trivial, por lo que el determinante de la matriz de
coeficientes debe anularse:

L (42m 0T, -
Syii TGy Syig
g 4 (4=20p)¥p
Svji Svii T ap

=0 (7.86)

Esto nos proporciona la ecuacién caracteristica de la estructura:

(4 —204)W 4 (4—2I'p)VUp
Syii .| Sv4j Gy

:| — Syij " Syji = 0 (787)

Donde debemos sustituir los valores de las fuciones de estabilidad:

L (44 1yl +9) (2900 — (2+9)5) (7.88)
T 2(46(2+ )0+ y(46% = 1)S — 83y T+ 7) |

249 + 1)7(1+7) (5 = 18,/75) i
T 9 (452 + 7)C + (407 — 1)5 — 83T+ 7) (789)
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(462 4+ 1)y (290C — (2 +7)S)

T 9 (462 + 7)C + (462 — 1)S — 86T+ 7) (7.90)
S =sin (d1In(1 + 7)) (7.91)
C = cos (§In(1 + 7)) (7.92)
kL 1
5 = 7 —1 (7.93)

Los factores de rigidez relativa G 4 y G empleados en la expresion (7.87)
varian desde 0 hasta oo, cuando el nudo se encuentra empotrado o articulado
respectivamente. El trabajar con el valor oo es poco practico y puede generar
problemas, por ello, diversos autores [11, 13, 19, 25| optan por sustituir estos
factores de rigidez relativa por los llamados coeficientes de distribucion. En
la bibliografia y la normativa se proponen algunos, los cuales se muestran a
continuacion:

G RAC) -
T B (&), (), (799
R = (%)bl + (%)bg

(Z),, + (BD) , + (E),, + (&), (7.95)

(e, 7

L (&) (@), D, (7.96)

Estos coeficientes de distribucion, tienen la ventaja de que varian entre 0 y
1, por lo que su manejo es mucho mas sencillo. Concretamente, los coeficientes
ny &, son empleados en el Eurocodigo 3 [13], y el coeficiente k, es propuesto en
la EA-95 [25]. En este caso, nosotros utilizaremos el coeficiente 7, el cual toma
el valor 0 cuando el nudo estd empotrado, y el valor 1 cuando se encuentra
articulado. Podemos sustituir el factor de rigidez relativa, G, por el coeficiente
de distribucion, 7, teniendo en cuenta la siguiente relacion:

o
G=1 (7.97)

Segtn esto, tendriamos que:

A
G = 7.98
4 1 na ( )
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_nB
Gp = - (7.99)
Donde:
BIy |, (Bl
A = 7Er \(IJL )CElla ( 51)02 Bl (7.100)
(T)d + A( L )02 + (T)bl + (T)bz
Uy (El) 4 (EL
B = U (Bl B( ng)d (151)03 EI (7.101)
5 ()t (F)at+ (5t (),
Y por tanto, la ecuacion (7.87) quedaria de la siguiente forma:
1 1
S'yii + (4 — ZFA)\IJA <77_A — 1):| . |:Sw‘j + (4 — QPB)\I/B (77_3 — 1):| _Svij's'yji = 0
(7.102)

Para generalizar ain més la ecuacion (7.102), conviene hacerla indepen-
diente de las relaciones entre giros, I'y y I'g, v de los factores ¥, vy Ug. Para
ello podemos incluir estos parametros intrinsecamente en los coeficientes de
distribucién, na y np, de tal manera que estos coeficientes queden modifica-
dos, por lo que usaremos la nueva notaciéon, n% y nji. Veamos el proceso de
transformacion:

Para el nudo A:

(4— 2T 4)W4 (i - 1) = (4—2T4)V4

OB ] (L)

B

(%)
(EIa) + L Je3
c2 Up
Es posible hacer una pequena simplificacion de caracter conservador que

nos facilitara los calculos:
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Uy =Up~1 (7.105)

Segtn esto, los nuevos coeficientes de reparto modificados son:

(Tt (%)CQ (7.106)

(7.107)

g = (El) ,+ (B, ( ) [( s T ()l

Esto nos permite redefinir la ecuacion (7.102):

1 1
|:37u + 4 (77— - 1>:| . |:S'y]] + 4 (77— — 1>:| — SWij . SAU‘Z‘ =0 (7108)
A B

Como se puede observar, hemos simplificado notablemente la ecuacion
caracteristica de la estructura, incluyendo en los coeficientes de distribucion
diversos parametros variables que restaban generalidad a la ecuacion.

Carga de pandeo

En esta expresion (7.108), una vez fijados los valores del grado de ahusa-
miento, 7, y de los coeficientes de distribucion, n% y 75, se puede despejar el
valor de ¢, y finalmente el valor de la carga de pandeo:

5= (@)2 - (7.109)

/‘)/
P
k2= =L 7.110
Bl ( )
2+ 1) ~2E],
P, = ( 4L)27 (7.111)

Que como de costumbre podemos expresar segtin la forma general:

mkE],
p L2

(7.112)
Donde:

m = (52 + —) v? (7.113)
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Como se puede ver, la carga de pandeo, P,, dependera del pardmetro m,
el cual sera funcion de v, % y n5. En las Figuras (7.4 a 7.8) se muestran
diferentes abacos elaborados para el calculo de m en funcién de estos tres
parametros, con valores de v comprendidos entre 0 y 2, intervalo habitual de
diseno segun la bibliografia |22, 30]. La misma informacién recogida en estos
abacos, asi como los demas de aqui en adelante, se pueden encontrar también
en el Anejo A en forma de tablas, las cuales permiten obtener valores mas
precisos. No obstante, el mostrar aqui las soluciones gréficas, tiene el objetivo
de mostrar la tendencia o evolucion de los parametros de la barra a medida
que su grado de ahusamiento aumenta.

Se puede observar de los dbacos, como los valores de m obtenidos para
los puntos extremos ((1%,n5) — (0,0), (1,0), (0,1), (1,1)) coinciden con los
valores obtenidos de la resolucion de los casos de Euler - barra biempotrada,
empotrada-articulada, articulada-empotrada y biarticulada respectivamente
- . Como era de esperar, este modelo general abarca con exactitud todos los
casos particulares estudiados en el capitulo 6.
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Figura 7.8: Estructura Tipo I-A. Valores de m en funcion de v, 0%, ng

Longitud de pandeo

Para hallar la longitud de pandeo de la columna en estudio, es necesario
recurrir a la expresion (7.14), seccion 7.1.1:

sin (61n )
sin (6 (In(1++) —In%))

M R0
— mﬁj - m}%ﬁj@j (7.114)

Y como ya hemos deducido anteriormente en (7.81), (7.82), (7.103) y
(7.104), tenemos que:
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EI 1
Rpa=4(—" — -1 7.115
=1 (), () 1

El, 1
(22 (1) g

Por otra parte, no es posible conocer los giros 64 y 05 de manera explicita,
pero si es posible conocer la relacion entre ambos, lo cual es suficiente para
nuestro objetivo. El procedimiento consiste en igualar el momento interno
con el momento externo a cada nudo:

El,
My = ( 7 ) (84504 + 54i0B) = —Rikaba (7.117)
c2
El,
Mp = i (S,yji(gA + swﬂg) = —Ry.p0p (7.118)
c2
Sustituyendo Ry y Rip por sus respectivos valores, queda:
1
SA/Z‘Z‘QA + Sw‘jQB =—4 (—* — 1) 9,4 (7119)
Ma
1
SWHA -+ sw«j@B =—4 (77_* — 1) (93 (7120)
B

Introduciendo la relacion entre los giros:

05

'y = — (7.121)
04
Podemos reescribir las ecuaciones anteriores:
1
Syii + SvijFBA =—4 (—* — 1) (7.122)
Ma
1
Syji + SfyijBA =4 (T]_* — 1> FBA (7123)
B

Si sumamos ambas ecuaciones, se obtiene la ecuacion agrupada:

1 1
FBA<Svij + Sw'j) + Syis + Syji = —4 (—* — 1) —4 (—* — 1) FBA (7.124)
Ma B

De donde podemos despejar la incognita:
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Tpsp=—2 =— (7.125)

Oa 4 (,7 - 1) + (8435 + 5435)
Y sustituyendo (7.115), (7.116) y (7.125) en la ecuacion (7.114), queda:

g 4 (% - 1) + (Syii + 5450)
1
B

sin (61n ) _ (% - ) [ <_ - 1) + (890 + S'in)]
sin (6 (In(1++~) —In %)) (1+7)3 <_ _ 1) [4 <% _ 1) + (S5 + Sw'jﬂ
(7.126)

Ahora ya podemos despejar x de esta ecuacion:

1 _ Crsin(0In(1 4+ 7))
T = aexp | = |arcsin +nw
d C? + C2 +2C,Cy cos(d1In(1 + v
1 2

(7.127)

L 1 _ Cysin(d1In(1 4+ 7))
—exp | = [arcsin +nm
Y 0 VC? + C2 + 20,0y cos(8 In(1 + 7))

Donde:

Cy = — <i - 1) {4 (i - 1) + (Syii + Syji) (7.128)
Np U i

Cy = (1+7)? (i - 1) {4 (i - 1) + (Syij + 8v55) (7.129)

Ma B

La distancia entre puntos de inflexién o longitud de pandeo, Ly, sera igual
al incremento de x entre n y n + 1 dentro del intervalo = € [a, a + L|. En
este caso tenemos n =0 y n = 1. Segin esto:

=Ar =21 — 29 =

L 1 , Cysin(0In(1 4 7))
= —exXp | = |arcsin +7m | =
v 0 VO3 + C2 + 20,0y cos(6 In(1 + 7))

L 1 , Cysin(0In(1 4 1))
——exp | = |arcsin =
Y 0 VO3 + C2 + 20,0y cos(6 In(1 + 7))
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L < 7r 1 . Cysin(01n(1 + 7))
=—(exp—=— 1) exp | = |arcsin
Y 0 0 VCOE + C2 + 20,0y cos(6 In(1 + 7))

(7.130)
Y el coeficiente de esbeltez vendra dado por:

Ly = B,L (7.131)

1 ( T 1 , Cysin(d1n(1 + 7))
=—|exp < — 1) exp | = |arcsin
Y 0 o VO3 + C3 + 20,0y cos(6 In(1 + 7))

(7.132)

En las Figuras (7.9 a 7.13) se muestran diferentes abacos elaborados para

el calculo de 3, en funcion de 0%, np vy 7, con valores de v comprendidos
entre 0 y 2, al igual que se hizo para el calculo de m. El abaco 7.9 representa

el caso particular para barra de inercia constante, y se puede encontrar en el
Eurocodigo 3 [13] (Anexo E).
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Columna equivalente

Para hallar el momento de inercia de la columna equivalente, aplicamos
la ecuacién de equivalencia:

mEI, _ w*El,

P, = 7z = B (7.133)
De donde el momento de inercia equivalente resulta ser:
I, =0, (7.134)

Siendo:
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b=m (@f (7.135)

(e

Los valores de m y (3, que debemos emplear, resultan de la resolucién de
las ecuaciones (7.113) y (7.132), vistas anteriormente. En las Figuras (7.14 a
7.17) se muestran los valores de b en abacos similares a los elaborados para

my 3.

4 v=0.5
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Figura 7.14: Estructura Tipo I-A. Valores de b en funcion de v, 0%, ng
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Figura 7.15: Estructura Tipo I-A. Valores de b en funcion de v, 0%, 0y
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Una vez caracterizado el comportamiento de la columna en estudio dentro
de la estructura general de la Figura 7.3, analizaremos a continuacion algunos
casos particulares de interés practico.

Estructura Tipo I-A.1: Nudos C y D empotrados

El esquema del sistema estructural se muestra en la Figura 7.18. Los
nudos C'y D se encuentran empotrados, de tal manera que el giro no esté
permitido, y por tanto:

e =0p =0 (7.136)

En consecuencia:
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Figura 7.18: Estructura Tipo I-A.1

Iy=Tp=0 (7.137)

Y los coeficientes de distribucion (7.106) y (7.107), tomarian los siguientes
valores:

(Tt (F4) s
= : c (7.138)
)t Bt ()t (i
()0 + (),
= ¢ c (7.139)
)t (Bt (Bt (B

Estructura Tipo I-A.2: Nudos C y D articulados

El esquema del sistema estructural se muestra en la Figura 7.19. Los
nudos C'y D se encuentran articulados, de tal manera que el giro es la mitad
del de los nudos A y B, es decir:
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1
1

Figura 7.19: Estructura Tipo I-A.2

Segtn esto, tenemos que:

1
Fa=Tp=3; (7.142)

Siendo entonces los coeficientes de distribucién:

EI El,
= (Tt (5 202 (7143

(ETI)CI + (EI{Q)CQ + %
1

3 (7.144)
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Estructura Tipo I-A.3: Nudos C y D con giros iguales a los nudos
AyB

El esquema del sistema estructural se muestra en la Figura 7.20. Los
nudos C' tienen giros de igual valor al del nudo A, al igual que los nudos D
respecto del B:

O = 0,4 (7.145)

0p = 05 (7.146)

Figura 7.20: Estructura Tipo I-A.3

Y por tanto:

T =Tp=1 (7.147)

Con lo que los coeficientes de distribucion en este caso quedan de la
siguiente forma:
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2 (7.148)

3 (7.149)

7.2.1.2. Estructura Tipo I-B (Traslacional)

El esquema de andlisis se muestra en la Figura 7.21.

Figura 7.21: Estructura Tipo I-B

Tendremos en cuanta las siguientes hipotesis:

» Los nudos de conexién entre barras son rigidos, es decir, todas las barras
que concurren en un nudo experimentan el mismo giro.
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= La estructura es traslacional, es decir, existe un posible desplazamiento
relativo, A, entre los nudos.

= [Las barras pandean en doble curvatura si la estructura es traslacional,
demostrado por diversos autores [8].

= FExiste un carga axial, P, que comprime por sus extremos a las columnas
clyc3.

» Las vigas no conducen carga axial.

» Los giros en los extremos alejados de las vigas (C y D) no son iguales a
los giros en los extremos de las columnas (A y B). Con esto se hace una
generalizacion del modelo de Julian y Lawrence, mostrado en 2.1.1.7.

= Los giros en los extremos de las columnas son alternados, segin se
alternan los nudos (A y B).

= No se considera el peso propio de las barras.

Nuestro objetivo es estudiar como pandea la columna ¢2, de longitud L, com-
prendida entre los nudos A y B, cuya inercia es variable segin la expresion
de Timoshenko (6.2), cumpliéndose que 14 = I,(1 +7)?, Ip = I,.

Para el analisis, emplearemos las ecuaciones pendiente-desplazamiento
deducidas en el seccion 7.1.2.1, aplicadas en los nudos A y B:

Columna 1:
El A
(Ma)er = (—) {SizﬂA + 5405 — (85 + Sij)_:| (7.150)
L cl Lcl
Columna 2:
El, A
(MA>C2 = ( i ) |:5'yii9A + Sm/z'jeB - (S»ﬂ'i + S»Yij>L—:| (7151)
c2 c2
El, A
(Mp)ez = ( 7 ) [Sw‘i@A + 845508 = (Sy5i + Sm)L—} (7.152)
c2 c2

Columna 3:
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A
(Mp)es = (T) {sz@A + 55508 — (s5i + S”)L_J
c3 &

Oc
', =-—=
A=y,
Viga 2
EI
(Ma)p2 = (T) (404 + 20¢) = (—) (4420 4)04
b2 b2
Viga 3
El
(Mp)ps = (T) (405 + 20p) = (—) (4+2I'p)0p
b3 b3
Op
r 2
BB =g

Viga 4:

(M) = (%)b (405 + 20p) — (%)b (44 205)05

La condicién de equilibrio en el nudo A es:

(Ma)ear + (Ma)ez + (Ma)or + (Ma)po = 0

Despejando el momento correspondiente a la columna c2:

(Ma)er = —=(Ma)pr — (Ma)oo — (Ma)a

243

(7.153)

(7.154)

(7.155)

(7.156)

(7.157)

(7.158)

(7.159)

(7.160)

(7.161)

Si sutituimos en esta ecuacion las expresiones correspondientes en funcion

de los giros extremos, tenemos que:

ET

(Ma)eo = — (T)M (4427 4)0, — (%)bz (4427 )04
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El A
— (T>c1 |:5ii9A + SijQB - (Sii + Sij)L—Cl (7.162)
Por otra parte, de la ecuacion (7.151) tenemos que:
A (MA)02
Syiifla + 84ij0p — (Syii + Svij)L_ = TEL\ (7.163)
2 (T)CZ
O bien:
A (MA)02
Siig +Si‘9 — (S +S8ij) — = ——77— 7.164
A JVB ( ])Lcl U, (%)CQ ( )
Siendo:

Siie —|—SZ9 — Sii+3i'
g, = St s = (5, ”l E (7.165)
sifa + sij0p — (i + sij) -

Sustituyendo (7.164) en (7.162), tenemos que:

o

(My)ep = —(4+2T4) W4 (E[ ) & ) + (E_I)zﬂ 0.

L
Jor 04 (%)

Procediendo de la misma manera para el nudo B, obtenemos:

(7.166)

(Mp)er = —(4 4 2T5)Tp (Efa)cz \PB(ETI)I)?) b

Donde:

_— Syjifla + 84508 — (Syji + Sy45) c2 (7.168)
. :
SjieA + Sjng - (Sji + Sjj)LAc:‘a

Para simplificar introduciremos los factores de rigidez relativa de los nu-
dos:

(F)e+Wa (52)
Gy=~Lid 2 (7.169)
(% bl + %)62
/] El, EI
GB — )02 + ( L )03 (7170)

Por lo que se obtiene:
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(4+204) W4 ()

(Ma)ez = — . 204 = —Ry404 (7.171)
442 p) W p (Bl
(MB)cQ == _( BéBB ( L )0293 = _RkB‘gB (7.172)

Y ya quedan por tanto definidas las constantes elasticas o rigideces de los
nudos:

(1 20w (5,

Ry = & (7.173)
4+ 23Uy (Lla
Ryp = ( BZ} 2 () (7.174)
B

Por otra parte, igualando las ecuaciones (7.151) y (7.171) para el nudo A,
y las ecuaciones (7.152) y (7.172) para el nudo B, llegamos a las siguientes
expresiones:

4+ 21V A
|:57ii %} 9,4 + SW']‘QB — (Svii + S,yij)L—Q =0 (7175)
4+ 2I'g)¥ A
Sqjila + | Syj5 + @+ 2Mp)¥s 05 — (8yji + 84jj)— =0 (7.176)
GB L02

Aqui tenemos dos ecuaciones y tres incognitas (04, 0p vy A/Le), por
lo que necesitamos una ecuaciéon mas. Dicha ecuaciéon puede ser obtenida
planteando el equilibrio estatico de la barra c2:

(Ma)ez + (Mp)ea + PA=0 (7.177)

Podemos ahora sustituir las expresiones (7.171) y (7.172) en esta ultima
ecuacion:

4420 )Wy (Bl 44 2T p)0p (L
_( 4) A( L )CQHA_ ( 5) B( L )0293+PA:O (7.178)
GA GB

Y por otra parte, podemos modificar el término en funciéon de P de manera
més conveniente en funcién de 0, como se hizo en (7.111):

(0% + 4) 7*(BLa)ea

pP=
L%

(7.179)
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Con lo que tendriamos:
2 | 1) .2
(5 + Z) v (E[a)CZ
2
LCZ
No obstante, podemos poner este término en una forma maéas conveniente
haciendo la siguiente transformacion:

_ (EI, , 1) L, A
PA_< - )CQ (5 +4)7 » (7.181)

Sustituyendo este término de nuevo en la ecuacion (7.178), queda:

PA =

A (7.180)

(20 (B2, (4 200) Vs (52)

_ _ 020
G 4 Cr B+
Bl , 1\ LA
+( - >62 <5 +Z) =0 (7.182)

Y eliminando el factor comun:

Gy Gp

( A) A@ ( B) BQ (
4 Lc2

1 A
6% + —) V= =0  (7.183)

Por tanto, recopilando las tres ecuaciones de equilibrio (7.175), (7.176) y
(7.183), y escribiéndolas en forma matricial, el sistema queda:

(442 4) ¥ 4
Sqii t g S — (813 + S4i5) 04 0
3 oy (4+2Up)¥p 3 g —
Syji Svii T Gp —(Syji + $4j5) QAB =10
(42T )Ty _ (4+2r'p)Tp 2 | 1)\ A2 0
Ga G (0% +1)7 Lez

(7.184)

En el momento de producirse el pandeo, debemos obtener una solucién

distinta de la trivial, por lo que el determinante de la matriz de coeficientes
debe anularse:

442" 4 )W
is + LERALA S3ij — (i + 54ij)
442 g )W
( Sy » Svjj ?F e : Cf;) B —(8yji + 8y55) | =0 (7.185)
442 442 2 1 2
- Gj = - GE = (5 + Z) v

Esto nos proporciona la ecuacién caracteristica de la estructura:
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(44 20,)0 4 (44 205) 0y 1
S"/ii + G—A . S’\/jj + G—B ° 52 + Z 72_’_
(4—|—2FB)\IJB (4+2FA)\IJA
L P (Syii = Syij) * Svji + G, (Syji + 5455) * Syij—
(4420)¥p] (44 204)¥ 4
— | S G e +(Syii + Syij)—
L B A

(A4+204)0,] (4+205)0p
Syii + a : a (895 + 8455)—

1
—Saij * i ° (52 + Z) v=0 (7.186)
Donde debemos sustituir los valores de las fuciones de estabilidad:

L @191 +9) (290C - 2+49)8) (7.187)
T 2(46(2+9)C 4 ~(40% — 1)S — 80/ T+ 7) |

249 +1)7(1+7) (5 =18,/ o
T 9 462+ 1)C + (402 — 1)S — 80T 1 7) (7.188)

(462 + 1)y (2756’ —(2+ 7)5’)

0T 9 (48(2 +7)C + (462 — 1)S — 86T+ 7) (7.189)
S = sin (d1In(1 + 7)) (7.190)
C = cos (61n(1 + 7)) (7.191)

kL 1
§ = S (7.192)

Como hicimos en el caso de la estructura intraslacional (Tipo I.A), en la
expresion (7.186) podemos cambiar los factores de rigidez relativa, G4 y G,
por los coeficientes de distribucion, n% y 75, los cuales son mas convenientes:
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1 1 1
o) b))
B

1 1
4 <—* - 1) +(Syii + Syig) - Syji T4 (—* - 1> +(Syji =+ S45j) * Sy —
B A

{ +4(1 1)} 4(1 1) (Swyii + Svij)
N 77% 772 Y YLl
[ +4(1 1)} 4(1 1)< 550)
Y nA 773 Yl Y37

1

<2 (7.194)

3 (7.195)

Carga de pandeo

En esta expresion (7.193), una vez fijados los valores del grado de ahusa-
miento, 7, y de los coeficientes de distribucion, n% y 75, se puede despejar el
valor de ¢, y finalmente el valor de la carga de pandeo:

5= (@)2 -3 (7.196)

f)/
P
2 p
_ 1
K= (7.197)
2+ Y A42EI1,
P, = ( 4L)27 (7.198)

Que como de costumbre podemos expresar segin la forma general:
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mkEI,
Donde:
o 1 2

De nuevo la carga de pandeo, P,, dependeré del parametro m, el cual serd
funcion de v, n% v n5. En las Figuras (7.22 a 7.26) se muestran diferentes
abacos elaborados para el calculo de m en funcién de estos tres parametros,
con valores de v comprendidos entre 0 y 2, intervalo habitual de disenio. Se
puede observar como los valores de m obtenidos para los puntos extremos
((n%, m) — (0,0), (1,0), (0,1)) coinciden con los valores obtenidos de la
resolucion de los casos de Euler - barra biempotrada con desplazamiento
relativo entre extremos, empotrada-libre y libre-empotrada respectivamente
- (ver capitulo 6). El caso concreto en el que 7% = 15 = 1, es un caso
inestable que representaria una barra con sus dos extremos libres, sistema
que se comporta como un mecanismo y consecuentemente, al no ser estable,
la carga de pandeo es nula.
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de v, M4, Np

06 07 08 0.9 1

7.22: Estructura Tipo I-B. Valores de m en funcion

0 01 02 023 04 05

Figura
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mh ¥=0.5
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Figura 7.23: Estructura Tipo I-B. Valores de m en funcion de vy, 0%, ng
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Figura 7.24: Estructura Tipo I-B. Valores de m en funcion de v, 0%, nh
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Figura 7.25: Estructura Tipo I-B. Valores de m en funcion de vy, %, ng
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Figura 7.26: Estructura Tipo I-B. Valores de m en funcion de v, 0%, ng

Longitud de pandeo

Para hallar la longitud de pandeo de la columna en estudio, es necesario
recurrir a la expresion (7.55), seccion 7.1.2:

sin (6 In f)
sin (6 (In(1+v) —In %))

— A N 7.901
+ 7M RkAQ (7201)

Y como ya hemos deducido anteriormente en (7.173) y (7.174), tenemos
que:
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EI 1
Rpa=4(—" — -1 7.202
=1 (), () o

EI, 1
Rip =4 ( : )02 (E - 1) (7.203)

Por otra parte, no es posible conocer los giros 64 y 05 de manera explicita,
pero si es posible conocer la relacion entre ambos, lo cual es suficiente para
nuestro objetivo. El procedimiento consiste en igualar el momento interno
con el momento externo a cada nudo:

EI, A
MA = < I ) |:8'yii8A + S’yijQB - (Sfm + S,yij)L—:| = —RkAQA (7204)
c2 2

EI, A
Mp = ( 7 ) {Swz‘@A + 545508 — (Syji + Sm)L—} = —Ripbp  (7.205)
2 c2

Sustituyendo Ry y Rip por sus respectivos valores, queda:

A 1
SWHA + S’YUQB — (S,ﬂ'i + S»ﬂj)L—2 = —4 (77—* — 1) QA (7206)
¢ A
A 1
Syjifa + 54508 — (8450 + Sm)L—Q =—4 <77_* — 1) 0p (7.207)
c B
Introduciendo la relacion entre los giros:
0
Tpa = Q—B (7.208)
A
Podemos reescribir las ecuaciones anteriores:
A 1
Syis + S»ﬂ‘jFBA — (Sﬂm' + S’Yij)m =—4 E -1 (7209)
A 1
Sgi + 8aiglBa = (8451 + 8455) 7 — = —4 <—* - 1) Ipa (7.210)
Al B

Si sumamos ambas ecuaciones, se obtiene la ecuacion agrupada:

L BA(8yij + Syi5) + Svii + Svji = (Syii + Syij + 8yji + Sm)m =
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1 1
=—4 (—*—1) —4(—*—1) I'pa (7.211)
Na "B
Por otra parte, sabemos por la expresion (7.183) que:
A AR 1) +a(E-1)Tss
= 4 : b (7.212)
QALCQ (52 + Z) 72

Que podemos sustituir en la ecuacion (7.211):

4(%—1) +4<n£ —1>FBA
A B
LBA(Syijt5yjj)FSyiitSvji— (SyiitSvyijt+5yjitSqis)

(6> +5) 7 -
1 1
— 4 (—* - 1) "y (—* - 1) Tpa (7.213)
A B
De donde podemos despejar la incognita:
1 ! %71>
4 (a - 1) (i 595) = (yii + 8305 + 5951 + 5303) a1y
(5]
4 L1
4 (% - 1) + (Syig & Svjs) = (Syii + 845 + 8451 + Sm)ﬁ
(7.214)

Y sustituyendo (7.202), (7.203) y (7.214) en la ecuacion (7.201), queda:

sin (5111 %) B
sin (6 (In(1+~) —In %)) -

a

i

<@ - ) [4 (i - 1) + (Syis + 8y5i) = (Syii & Syij + Syji + S455)

(%u)]

)

N

(1+9) (i - 1) [4 (i - 1) + (95 + 8y35) = (Syii + Syij + Syji + Sy

(7.215)
Ahora ya podemos despejar x de esta ecuacion:

1 ‘ Cysin(d1n(1 + 7))
T = aexp |— |arcsin + nm
0 VC} + C3 4+ 20,0y cos(6 In(1 + 7))

)G

)
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L 1 . Cysin(61n(1 + 7))
= —exp | = |arcsin + nm
0 V O} + C2 + 20,0y cos(6 In(1 + 7))
(7.216)
Donde:
c (1 1”4(1 1)+< ¥ >}+
=\~ —~ Syii T Syji
1 B Ma B
+ ( ! 1) (8yii 4 Syij + Sy5i + )—4 <t _ 1> (7.217)
—_— — S~ii Snii S~ii Sn~id .
ng 2l ey I Y33 (62 + le) ,72
s (1 1
Cy = (1 + 7)2 (—* — 1) |:4 <—* — 1) + (S,ﬂ'j + Swjj>:| —
A "B
(1+7)2 ( ! 1) (Syii + Syij + Sogi + )—4 b 1> (7.218)
- Y2\ Syii T Syij T Swji T Svjj .
77,4 s L) v Y37 (52 + }1) 72

La distancia entre puntos de inflexién o longitud de pandeo, Ly, sera igual
al incremento de x entre n y n+ 1 en el entorno del intervalo x € [a, a + L].
En este caso tenemos n =0 y n = 1. Segiin esto:

Lk:A.Z':.Tl—SCO:

L 1 . Cisin(d1In(1 + 7))
= —exp | = |arcsin +m|| =
¥ 0 VCE + C2 + 20,0y cos(6 In(1 + 7))
L 1 , Cysin(0In(1 4 ))
——exp |~ |arcsin =
Y 0 VO3 + C2 + 20,0y cos(6 In(1 + 7))

L ( T 1 , Cysin(d1In(1 + 7))
=—|exp—- — 1> exp | = |arcsin
¥ 0 0 VO? + C3 4+ 20,Cy cos (5 In(1 + 7))

(7.219)

Y el coeficiente de esbeltez vendra dado por:
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Ly = p,L (7.220)

1 ( T 1 _ Cysin(d1In(1 4+ 7))
=—|exp—- — 1> exp | = |arcsin
g 0 0 VCE + C2 + 20,0y cos(6 In(1 + 7))

(7.221)

En las Figuras (7.27 a 7.31) se muestran diferentes abacos elaborados
para el calculo de 3, en funcién de 1}, ng y 7, con valores de v comprendi-
dos entre 0 y 2, al igual que se hizo para el calculo de m. Como (3, tiende a
infinito cuando nos acercamos a las coordenadas % = nj; = 1, se ha represen-
tado en los abacos mencionados el valor invertido, 1/3,, lo que nos permite
una mayor calidad en la representacion grafica. El abaco 7.27 representa el

caso particular para barra de inercia constante, y se puede encontrar en el
Eurocodigo 3 [13] (Anexo E).
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Figura 7.27: Estructura Tipo I-B. Valores de 6;1 en funcion de v, 0%, N5
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Figura 7.28: Estructura Tipo I-B. Valores de ﬂ;l en funcion de v, %, Ng
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Figura 7.30: Estructura Tipo I-B. Valores
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Figura 7.31: Estructura Tipo I-B. Valores de 6;1 en funcion de v, 0%, N5

Columna equivalente

Para hallar el momento de inercia de la columna equivalente, aplicamos
la ecuacién de equivalencia:

_ mEl, _ n*El,

P,= Tz = B (7.222)
De donde el momento de inercia equivalente resulta ser:
I.,=0l, (7.223)

Siendo:
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Figura 7.33: Estructura Tipo I-B. Valores de b™' en funcion de v, 0%, 0%
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Figura 7.34: Estructura Tipo I-B. Valores de b= en funcion de v, 0%, 0%



CAPITULO 7. COLUMNA CON EXTREMOS ELASTICOS

n

A

Y=2

T &

— 20’0 —

0.9 -
A/
a8l \
0.7 \\
0.6 (\ ! ‘\\
0.5 \\ \‘\.
\

0.4 i \\x\ “\ B
0.31 \\\ [P
0.2 q"‘"&'k\\ \\. \\ \\.__‘_‘\
» HQ@\\\K\\\R& \,_\\
\\M i O i OO e
°0 01 02 03 04 05 06 D.?D.B 0.9 1

267

e

Figura 7.35: Estructura Tipo I-B. Valores de b~ en funcion de v, 0%, 0%

Una vez caracterizado el comportamiento de la columna en estudio den-
tro de la estructura general de la Figura 7.21, analizaremos a continuacion
algunos casos particulares de interés practico.

Estructura Tipo I-B.1: Nudos C y D empotrados

El esquema del sistema estructural se muestra en la Figura 7.36. Los
nudos C'y D se encuentran empotrados, de tal manera que el giro no esta
permitido, y por tanto:

c =0p =0

(7.225)
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Figura 7.36: Estructura Tipo I-B.1

En consecuencia:

268

(7.226)

(7.227)

(7.228)

'y=Ip=0
Y los coeficientes de distribucion (7.187) y (7.188), tomarian los siguientes
valores:
(B,
(T + 5+ (T + (e
77*3 _ (E[I/E)CQ + (%)03
(T2t (s + (T + (T
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Estructura Tipo I-B.2: Nudos C y D articulados

El esquema del sistema estructural se muestra en la Figura 7.37. Los
nudos C'y D se encuentran articulados, de tal manera que el giro es la mitad
del de los nudos A y B, es decir:

O = %QA (7.229)

1
0p = 30 (7.230)

F'?Lﬁ..

Figura 7.37: Estructura Tipo I-B.2

Segiin esto, tenemos que:

1
Fa=Tp=3 (7.231)

Siendo entonces los coeficientes de distribucién:
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2 (7.232)

R (7.233)

Estructura Tipo I-B.3: Nudos C y D con giros iguales a los nudos
AyB

El esquema del sistema estructural se muestra en la Figura 7.38. Los
nudos C' tienen giros de igual valor al del nudo A, al igual que los nudos D
respecto del B:

Figura 7.38: Estructura Tipo I-B.3

O =04 (7.234)
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Op =0g (7.235)
Y por tanto:

Iy=Ip=1 (7.236)

Con lo que los coeficientes de distribuciéon en este caso quedan de la
siguiente forma:

2 (7.237)

* 3
= c (7.238)
)t (a3 (Bt (B,

7.2.2. Sistema formado por barras de inercia variable
(Estructura Tipo II)

7.2.2.1. Estructura Tipo II-A (Intraslacional)

El esquema de anélisis se muestra en la Figura 7.39.
Tendremos en cuenta las siguientes hipotesis:

= [Los nudos de conexién entre barras son rigidos, es decir, todas las barras
que concurren en el nudo experimentan el mismo giro.

= La estructura es intraslacional, es decir, no hay posibilidad de despla-
zamiento transversal relativo entre los nudos.

= [Las barras pandean en simple curvatura si la estructura es intraslacio-
nal, demostrado por diversos autores [§].

» Existe una carga axial, P, que comprime por sus extremos a las colum-
nas cl y c3.

= Las vigas no conducen carga axial.

= Los giros en los extremos alejados de las vigas (C y D) no son iguales
a los giros en los extremos de las columnas (A y B).

= Los giros en los extremos de las columnas son alternados, segtin se
alternan los nudos (A y B).
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Figura 7.39: Estructura Tipo II-A
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= Consideraremos que, por lo general, las columnas tienen un grado de
ahusamiento 7., diferente del de las vigas, al que denominaremos ~,.

= No se considera el peso propio de las barras.

Nuestro objetivo es estudiar como pandea la columna ¢2, de longitud L, com-
prendida entre los nudos A y B, cuya inercia es variable segin la expresion

de Timoshenko (6.2), cumpliéndose que 14 = I,(1+7)?, Ip = I,.

Para el analisis emplearemos las ecuaciones pendiente-desplazamiento de-
ducidas en la seccion 7.1.1.1, aplicadas en los nudos A y B, teniendo en cuenta
que para las columnas se usardn las funciones de estabilidad, s, , y para las
vigas, las cuales no conducen axial, se usaran los coeficientes de rigidez, z,,:
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Columna 1:
El,
(Ma)e = ( I ) (84eii0a + 54.i50B) (7.239)
cl
Columna 2:
El,
(Ma)e2 = ( 7 ) (8yeiifa + 54.i50B) (7.240)
c2
El,
(Mp)e2 = < i ) (8yejitla + 54.5i0B) (7.241)
c2
Columna 3:
FEl,
(Mp)es = ( i ) (Sy.jifa + 54.5i08) (7.242)
c3
Viga 1

L, El,
(Ma)p = (T) (2piifa — 2y,550c) = ( 7 ) (Zyyii — 2yijLa)0a (7.243)
b1 b1

Pa=_ (7.244)
0
Viga 2
El, FEI,
(MA)b2 - (Z'ybiieA_Z'ybijQC) =\ —F (zwi—zijA)é)A (7.245)
L b2 L b2
Viga 3
El, El,
(Mp)us = ( ) (2538 — 23ifD) = ( ) (245 — 203l 'B)0B
b3 L b3
(7.246)
0
Ip =1 (7.247)
O

El,
(Mp)pa = ( 7 ) (2,i08 = 235i0D) = (T) (23,35 — Zwsil'B)0B
b4 b4

(7.248)
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La condicién de equilibrio en el nudo A es:

(Ma)er + (Ma)ea + (Ma)pr + (Ma)p =0 (7.249)

Despejando el momento correspondiente a la columna c2:

(Ma)ez = —=(Ma)on — (Ma)pz — (Ma)ar (7.250)

Si sutituimos en esta ecuacion las expresiones correspondientes en funcion
de los giros extremos, tenemos que:

FEl, El,
(Ma)e2 = — ( 7 > (2ypii = ZypisLa)0a — ( 7 ) (2ypii = Zypigla)0a—
bl b2

El,
- ( ) (8+yeiifa + 54.i50B) (7.251)
L cl
Por otra parte, de la ecuacion (7.240) tenemos que:
My)e
Syeiifa + 844508 = % (7.252)
(T)C2

Sustituyendo (7.252) en (7.251) queda:

El, (EI{a)bl + (ETIQ)W
(Ma)e2 (2, Ybij A)< I >62 (E[{a)d_i_ (ELIa)C2 A ( )

Procediendo de la misma manera para el nudo B, obtenemos:

Bl (ELIQ) + (%)
M)y = (s se — 2o iT a b3 L /b4 7.254
(Mg)ea (2,5 = Zwsil B) ( L )c? (ELI“)C2 + (%)CS ’ ( |

Para simplificar, introduciremos los factores de rigidez relativa de los nu-
dos:

() + (52%)

Gy = cl <2 (7.255)
(ELIa)bl + (El{a)b2
(%) o + (5F2)

Gp = <2 < (7.256)
(ELIa)b3 + (ELIa)b4

Por lo que se obtiene:
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Zoyyii — 2yl £l
(Ma)er = _ i = 2 Ta) (5 >020A — —Ryafa (7.257)
Ga
2 i — 2 D) (Bl
(MB)cQ - _( o Wé B> ( L >026)B = _RkBQB (7258)
B

Y yva quedan por tanto definidas las constantes elasticas o rigideces de los
nudos:

(Zw'i — ZyiiLa) (ELIa )c2

Rya = Ca

(7.259)

(Z’ijj - Z’ijiFB) (ELIE)CQ
Gp
Por otra parte, igualando las ecuaciones (7.240) y (7.257) para el nudo A,

y las ecuaciones (7.241) y (7.258) para el nudo B, llegamos a las siguientes
expresiones:

Ryp = (7.260)

|:S'ycii + (Z'Yb Gz'ybj A):| QA + SvcijeB =0 (7261)
A
R
Syegifla + [S%J‘j + Gt GZBW B>] O =0 (7.262)

Las cuales podemos escribir en forma matricial:

(2y455 =23l B) 0 0
Sryedi Sveii T @ B

(211 —2ypi514)
[ e T o ] { " ] = {0 ] (7.263)

En el momento de producirse el pandeo, debemos obtener una solucién
distinta de la trivial, por lo que el determinante de la matriz de coeficientes
debe anularse:

(2ypii—2yi5 1 A)
Syeii T TG, Syeig

(255 %43 l'B)
Seji Svii T Gp

=0 (7.264)

Esto nos proporciona la ecuacién caracteristica de la estructura:

i — Zyigl 5 — Zygil
{S%“ 4 (24, Gi%] A)} ) {s%jj i (2905 GZ%J B)} i St = 0 (7.265)
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Donde debemos sustituir los valores de las fuciones de estabilidad y de
los coeficientes de rigidez de las barras:

L (46% + 1)7e(1 + 7e) (27.0C = (2 +7.)S) (7.266)
T2 (4624 76)C A+ 7e(46% — 1)5 — 80T + 7.) '

20462 + 1)1+ ) (S — 78 /7 )

s = _ _ 7.267
P T 9 (462 + 70)C + 7e(402 — 1)S — 80\ T 72) (7200
. (46% + 1)7e (27.6C — (2 + 7.)9) (7.268)
9 9 (40(2 4 7e)C + 7e(467 — 1)S — 85T + 7e) '
L (A7) (201 ) In(1 + %) — (2 + ) (7.269)
et (14 v) In?(1 + ) — v
L+%) (2% — (2+ %) In(1 +
S (1 + %) 2w 2( ) In( . 7)) (7.270)
(1 + %) In"(L+ ) —
L 214 ) In(1T 4+ %) — w(2+ ) (7.271)
Vo1 (1+7) ln2(1 + ) — %3 '
S =sin (§In(1 + 7)) (7.272)
C =cos(dIn(1 +1.)) (7.273)

kL 1
Y e 274
5 o (7.274)

De nuevo sustituiremos los factores de rigidez relativa, G4 y Gp, de la
expresion (7.265) por los coeficientes de distribucion que hemos usado en las
secciones anteriores, % y n5. Segin esto:

1 1
lsm +4 (E - 1>] : [Sw’j +4 (% - 1>] — Seij Sy =0 (7.275)

Donde:

(ELIa)cl + (%)c? (7 276)
Zypii— Zypi L . . '
(o). + (B) p + (25250 [(B), + (),

VS
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EI, El,
np = (ot (7 (7.277)

Zryy 5~ %y il
(Ble) g () (02 ) [(B2), + (B2),,)

Se puede observar que con las modificaciones realizadas, hemos consegui-
do que la ecuacién caracteristica (7.275) sea idéntica a la ecuacion (7.108),
correspondiente a la estructura Tipo I-A de la seccion 7.2.1.1. Esto permi-
te usar las soluciones halladas para esa estructura y aplicarlas a esta nueva
estructura Tipo II-A. Obviamente, lo que hemos hecho es englobar las modi-
ficaciones en los coeficientes de distribucion, n% y nj, donde se incluyen las
caracteristicas geométricas y elasticas de las vigas y columnas concurrentes
en los nudos A y B. Pero para conocer los coeficientes de distribucion, de-
bemos saber el valor los coeficientes de rigidez de las vigas, z,,, los cuales
dependen del coeficiente de ahusamiento de dichas vigas, ;. En el Cuadro
7.1 se muestran diferentes valores de dichos coeficientes de rigidez en funcion
del ahusamiento.

Carga de pandeo

En esta expresion (7.275), una vez fijados los valores del grado de ahusa-
miento de las columnas, 7., y de los coeficientes de distribucién, 1% y 73, se
puede despejar el valor de 9, y finalmente el valor de la carga de pandeo:

5= (’“—L)Q - %1 (7.278)

Ve
P
= E}" (7.279)
&% + 1) V2EI,
P, = ( 4L)2% (7.280)
Que como de costumbre podemos expresar en la forma general:
El,
P, = ng (7.281)
Donde:
2, 1Y 2
m = (5 + Z) V. (7.282)

Y como se ha comentado anteriormente, para conocer el valor de m po-
demos usar los dbacos ya calculados para la estructura Tipo I-A (Figuras 7.4
a 7.8) , o si se quiere méas precision, las tablas del Anejo A.
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’ T ‘ Zypii ‘ Rpij = Fypji ‘ kv ‘
0.00 | 4.00 2.00 4.00
0.10 | 4.62 2.20 4.20
0.20 | 5.27 2.40 4.39
0.30 | 5.95 2.61 4.58
0.40 | 6.67 2.81 4.76
0.50 | 7.42 3.02 4.95
0.60 | 8.20 3.22 5.12
0.70 | 9.01 3.43 5.30
0.80 | 9.86 3.64 5.47

0.90 | 10.73 3.85 5.65
1.00 | 11.64 4.07 5.82
1.10 | 12.57 4.28 5.98
1.20 | 13.53 4.49 6.15
1.30 | 14.53 4.71 6.31
1.40 | 15.55 4.92 6.48
1.50 | 16.60 5.14 6.64
1.60 | 17.68 5.36 6.80
1.70 | 18.79 5.98 6.96
1.80 | 19.93 5.80 7.12
1.90 | 21.09 6.02 7.27
2.00 | 22.30 6.24 7.43

Cuadro 7.1: Coeficientes de rigidez para las vigas

Longitud de pandeo

En cuanto a la longitud de pandeo de la barra en estudio, igualmente
podemos usar los resultados obtenidos en I-A. Asi pues:

Cysin(d1In(1 +~,))

L T 1
Ly=—|exp—=—1)exp |= |arcsin
¢ %< P ) p[(s[ <\/012+C'22+201C2COS(5IH(1+%))>]]
(7.283)

Ch—— (é _ 1) {4 (% _ 1> (s + s%j,-)} (7.284)

Gy = (1+1)? (i* - 1) {4 (i* - 1) + (Syej + Smj)] (7.285)
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Y el coeficiente de esbeltez vendra dado por:

Ly =B,L (7.286)

1 ™ 1 . Cysin(dIn(1 + 7))
By =— (exp - — 1) exp | — |arcsin
Ve 0 0 VC} 4 C2 + 20,0y cos(0In(1 +.))
(7.287)

Para el calculo de (3, se pueden usar los mismos 4bacos de la estructura
Tipo I-A (7.9 a 7.13).

Columna equivalente

Para hallar el momento de inercia de la columna equivalente, aplicamos
la ecuaciéon de equivalencia:

mEI, wEl,
P, = Iz = L (7.288)
gl

De donde el momento de inercia equivalente resulta ser:

L, = b, (7.289)

Siendo:

(e

b=m (@f (7.290)

Una vez caracterizado el comportamiento de la columna en estudio den-
tro de la estructura general de la Figura 7.39, analizaremos a continuacion
algunos casos particulares de interés practico.

Estructura Tipo II-A.1: Nudos C y D empotrados

El esquema del sistema estructural se muestra en la Figura 7.40.

Se puede ver que:

e =0p =0 (7.291)

Fa=0Ip=0 (7.292)

Y los coeficientes de distribucién tomarian los siguientes valores:
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M= = (7.293)
BB g+ () T () + ()]

g = (2. +.<ELIG)C3 (7.294)
(%) + () g+ 28 () + (52),]

Estructura Tipo 1I-A.2: Nudos C y D articulados

El esquema del sistema estructural se muestra en la Figura 7.41.

Segiin esto, tenemos que:

b0 — %QA (7.295)
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Figura 7.41: Estructura Tipo 1I-A.2

1
bp = 505

1
FA:FB:§

Siendo entonces los coeficientes de distribucion:

281

(7.296)

(7.297)

(7.298)

(7.299)
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Estructura Tipo II-A.3: Nudos C y D con giros iguales a los nudos
AyB

El esquema del sistema estructural se muestra en la Figura 7.42.

[
(1%}
(=]
e =
ﬂ"‘—k——————i
[a 5] all
& g
(4 =]
I
[ =]
m
[ =]
=

"‘I
fur BB | Bg b4
|
|
C3 |
|
|} Ba
fp
Figura 7.42: Estructura Tipo 1I-A.3
Y por tanto:
Oc =04 (7.300)
0p =0p (7.301)
ra=TIp=1 (7.302)

Con lo que los coeficientes de distribuciéon en este caso quedan de la
siguiente forma:
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(E[I/a)cl + (E[I/a>¢:2
(Blo) o+ (B) o (22528 ) [(Bfe),, + (B2),,)

(7.303)

(Blo) g+ (B) g+ (225522 ) [(B2),, + (Bn),,)

7.2.2.2. Estructura Tipo II-B (Traslacional)

El esquema de anélisis se muestra en la Figura 7.43.
Tendremos en cuenta las siguientes hipotesis:

= [Los nudos de conexién entre barras son rigidos, es decir, todas las barras
que concurren en el nudo experimentan el mismo giro.

= [a estructura es traslacional, es decir, existe un posible desplazamiento
relativo, A, entre los nudos.

= [Las barras pandean en doble curvatura si la estructura es traslacional,
demostrado por diversos autores |[8].

= FExiste una carga axial, P, que comprime por sus extremos a las colum-
nas cl y c3.

» Las vigas no conducen carga axial.

» Los giros en los extremos alejados de las vigas (C y D) no son iguales
a los giros en los extremos de las columnas (A y B).

= Los giros en los extremos de las columnas son alternados, segin se
alternan los nudos (A y B).

= Consideraremos que, por lo general, las columnas tienen un grado de
ahusamiento 7., diferente del de las vigas, al que denominaremos ~,.

= No se considera el peso propio de las barras.
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Figura 7.43: Estructura Tipo II-B

Nuestro objetivo es estudiar como pandea la columna ¢2, de longitud L, com-
prendida entre los nudos A y B, cuya inercia es variable segin la expresion
de Timoshenko (6.2), cumpliéndose que 14 = I,(1 + )%, Ig = I,.

Para el analisis emplearemos las ecuaciones pendiente-desplazamiento de-
ducidas en la seccion 7.1.2.1, aplicadas en los nudos A y B, teniendo en cuenta
que para las columnas se usaran las funciones de estabilidad, s, , y para las
vigas, las cuales no conducen axial, se usardn los coeficientes de rigidez, z.,:

Columna 1:
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(Ma)ea = (EL[a

A
) lsw'ieA + 54.ij0B — (8401 + S%ij>L_:| (7.305)
cl cl

Columna 2:

El, A
(Ma)e2 = ( 7 ) [S%iiQA + Sv.i508 — (Syii + Swj)L—J (7.306)
c2 c

&

I,

A
(MB)CQ = < i ) |:5’yc]'i(9A + S’chjeB - (3'ij1‘ + S%jj)L—Q:| (7307)
c2 c!

Columna 3:

El, A
(MB)C?, = <T> |:S—ycji9A + S%ijB — (S%]’i + S%jj)L—:| (7308)
c3 c3
Viga 1
El, FEl,
(Ma)n = ( i ) (2ypiifa+ 2y,i50c) :( 7 ) (Zyyii +27,ii14)04 (7.309)
bl bl
0
Ty= - (7.310)
0
Viga 2
El, FEl,
(MA)bQ - < I > (Z«/biz‘QA‘FZ%ij@C) = ( I ) (zw-i+z%ijFA)9A (7.311)
b2 b2
Viga 3

Viga 4:
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El, El,
(Mp)os = ( 7 ) (24,iD + 24,3;0B) = ( 7 ) (24,il' + 24,4)05
b4 b4
(7.314)
La condicién de equilibrio en el nudo A es:
(MA)cl + (MA)CQ + (MA)b1 -+ (MA)bQ =0 (7.315)
Despejando el momento correspondiente a la columna c2:
(Ma)ez = —(Ma)s1 — (Ma)sz — (Ma)a (7.316)

Si sutituimos en esta ecuacion las expresiones correspondientes en funcion
de los giros extremos, tenemos que:

El, El,
(Ma)ea = — (it + 2L a)0a — (2yii + 2yis L a)0a—
L )y L J,
El, A
- ( i ) {SmieA + 84008 — (Sii + S%ij)L—J (7.317)
cl c
Por otra parte, de la ecuacion (7.306) se deduce:
A (MA)62
Syeiitla + 8401508 — (Syeii + Sm'j)L_ = (%) (7.318)
2 L /2

Sustituyendo (7.318) en (7.317) y suponiendo que L. ~ L., (ambas lon-
gitudes son de 6rdenes de magnitud parecidos), podemos escribir:

EIa) (ELIa)bl + (ELIE)bQQA (7.319)
L c2 (EI{a)cl + <E[I/a)02

Procediendo de la misma manera para el nudo B, obtenemos:

(Ma)ea = — (211 + 2351 4) (

LY (5%)y + (5)
Mpg)w = —(2, i y e b3 L ‘big 7.320
(MB)e2 (2 B+Z%JJ)< I )02 (ELIa)C2+ (ETIQ)C3 B ( )

Para simplificar introduciremos los factores de rigidez relativa de los nu-
dos:

FEl, FEl,
GA — (EI} )cl + ( )02 (7321)
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Gp = 74 L (7.322)
()i + (%)
Por lo que se obtiene:
i+ 2yl a) (Bl
(MA)c2 = _(Z% i A) ( L )029,4 = —RkAGA (7.323)
Ga
s+ Y (Ela
(Mp)er = _wl's é%“) (), 0p = —Rippbp (7.324)
B

Y ya quedan por tanto definidas las constantes elasticas o rigideces de los
nudos:

(2yii + 25T a) (512)

. o (7.325)
Ry — (24,;iL'B +;~/bjj) (%)Q (7.326)
B

Por otra parte, igualando las ecuaciones (7.306) y (7.323) para el nudo A,
y las ecuaciones (7.307) y (7.324) para el nudo B, llegamos a las siguientes
expresiones:

i + Zyyigl A
S%ii + <Z% el A) HA + s%ijﬁg — (S%n’ -+ S%ij>— =0 (7327)
GA Lc2

(29,4iL'B + 24,55)

Gp

A
} OB — (Syeji + 8vejj) 7 =0 (7.328)

Syejifla + [Svcjj + I

Aqui tenemos dos ecuaciones y tres incognitas (04, 0p vy A/Le), por
lo que necesitamos una ecuaciéon méas. Dicha ecuaciéon puede ser obtenida
planteando el equilibrio estatico de la barra c2:

(Ma)ez + (Mp)ea + PA=0 (7.329)

Podemos ahora sustituir las expresiones (7.323) y (7.324) en esta ultima
ecuacion:

(Zypii + ZyisLa) (52) , 6, (24,508 + 2935) (572)

20 PA =0 (7.330
G Gr Bt (7.330)
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Y por otra parte, podemos modificar el término en funcién de P de manera
més conveniente en funcién de 9, teniendo en cuenta que:

(6% + DY 1A(EL)e
L%

pP= (7.331)

Con lo que tendriamos:
2 1 2
(5 + Z) Ve (E]a)CQ
2
Lc2
No obstante, podemos poner este término en una forma mas conveniente
haciendo la siguiente transformacion:

EI 1 A
PA = a4 P+~ 7.333
( L >c2 ( + 4) P)/C Lc2 ( )

Sustituyendo este término de nuevo en la ecuacion (7.330), queda:

PA = A (7.332)

(Zyii + 2T a) (B2) 6, — (2,iL'B + 2y,55) (52)

GA G‘(B

El, , 1\ , A
Z = 334

Y eliminando el factor comin:

< O+

(2901 + 23351 a) (24,5iL'B + 24,55) 1 A
o 9 o bJ VbJJ 6 52 - 2 — 7335
Ga 4 Gp B\ T Leo 0 ( )

Por tanto, recopilando las tres ecuaciones de equilibrio (7.327), (7.328) y
(7.335), y escribiéndolas en forma matricial, el sistema queda:

(2yyiit2yi504)
Syeii + g, Soeij —(Syeii + So.ij) 04
(2yp5i L B+ 2,5) _
Soeji Sveji T gy —(Syeji + Saes) QAB =
(Z'ybii+Z'ybijFA) (Z’Yb.iiFB+Z7bjj) 2 1 2
— — (62 + 1) 2
(7.336)

En el momento de producirse el pandeo, debemos obtener una solucién
distinta de la trivial, por lo que el determinante de la matriz de coeficientes
debe anularse:
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(Zypiit2yiLa)

Seii Srei —(Syeii + Syif)
(#4p5i L BH2vy55) _
S Snejj + G —(8augi + Sag5) | =0 (7.337)
(2yyiitzyyiiTa) (21430 B+27,j5) 2 1) A2
- r e N G

Esto nos proporciona la ecuaciéon caracteristica de la estructura:

5 i+ (Zyii + Zyiila) | o+ (il + 20ii) | (524 1 2y
GA GB 4

+( - ZB ’ijj) ) (S’Ycii + S’Ycij) ’ S'chi + ( - GA’%U ) ) <S'7cj7: + S'chj) ' S’Ycij_

il ij ii il
Suii (233 2;’ Z’Yb]]):| ) (23 ';i% ) (Syii + Soptj)—

(240 + Zw‘jFA)} (25l + 24,5

- _S'ch' + G Gn : (5%1'2' + S%jj)_

1
T Sveij T Syegi <52 + 1) =0 (7.338)

Donde debemos sustituir los valores de las fuciones de estabilidad y de
los coeficientes de rigidez de las barras:

o @8 () (20000 — (24 70)5) (7.330)
T 2(46(2+ 7e)C + 7e(402 — 1)S — 86T+ 7.) '

2(48% + 1)y(1 + ) (5 _ ﬁ)

e 3 _ 7.340
P T 9 (462 + 70)C + 7e(402 — 1)S — 80y T 72) (70

o (46% + 1) (290C — (2+7)95)
P19 T 5 (46(2 + 7)C + (462 — 1)S — 86T+ 7)
L (A7) (2014 ) (1 + ) — (2 + 7)) (7.342)
. (14 7) In?(1 + ) — 22 .
Yo(L 4 %) (27 — (2+ %) In(1 + 7))

o o (7.343)
e (1+ ) In*(1 4 7) — 2

(7.341)
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w201+ 7) In(1+ ) — (2 + )

i = (Lt ) I2(L+ ) — 2 (7.344)
S = sin (6 In(1 +~.)) (7.345)
C = cos (§In(1 +7.)) (7.346)

kL 1
=== 34
5 T (7.347)

Como venimos haciendo de manera habitual, en la expresion (7.338) po-
demos cambiar los factores de rigidez relativa, G4 v G, por los coeficientes
de distribucion, 0% y 05, los cuales son mdas convenientes:

1 1 1
N ) | SR HOHE

1 1
4 (T - 1> *(Sqeii T Sneig)  Syegi T4 (—* - 1) (Saegi + Svedg) * Syeii—
B M

[ 1 1
— | Syesi T4 <—* - 1)1 -4 <—* - 1) +(Saeii + Syeig) —
L N Na

[ 1 1
- S'Ycii + 4 (_* - 1>:| ’ 4 <_* - 1> ’ (S'chi + S'chj)_
L U B

1
T Seij " Sveji " <52 + 1) 7% =0 (7.348)
Donde:
EI EI
a + =zla
( I )cl ( L )02 (7.349)

77;1: 2 it 2y i L
(Bla),, + (Bla),, + (ut5ust) [(Bl), 4+ (Els), ]

(E[I/G)CQ—{_ (%)63 (7 350)
Zry it oy il " . '
(Blo)y + (Blo) , + (Do tule ) [(B), 4 (), ]
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Se puede observar que con las modificaciones realizadas, hemos consegui-
do que la ecuacién caracteristica (7.348) sea idéntica a la ecuacion (7.193),
correspondiente a la estructura Tipo I-B de la seccion 7.2.1.2. Esto permite
la posibilidad de usar las soluciones halladas para esa estructura y aplicarlas
a esta nueva estructura Tipo II-B. Los coeficientes de rigidez de las vigas, 2,,,
son los mismos que se usaron en la estructura Tipo II-A, y que ya mostramos

en el Cuadro 7.1.
Carga de pandeo

En esta expresion (7.348), una vez fijados los valores del grado de ahusa-
miento de las columnas, 7., y de los coeficientes de distribucién, 1} y nj, se
puede despejar el valor de 9, y finalmente el valor de la carga de pandeo:

5= (k—L)Q _ }L (7.351)

Ve
P
k= =2 7.352
B (7.352)
(6 +3)V2EL,
P, = 4L2 (7.353)
Que como de costumbre podemos expresar en la forma general:
mEI,
P, = I (7.354)
Donde:
2, 1Y 2
m = (5 + Z) Vs (7.355)

Y como se ha comentado anteriormente, para conocer el valor de m pode-
mos usar los abacos ya calculados para la estructura Tipo I-B (Figuras 7.22
a 7.26) , o si se quiere méas precision, las tablas del Anejo A.

Longitud de pandeo

En cuanto a la longitud de pandeo de la barra en estudio, igualmente
podemos usar los resultados obtenidos en I-A. Asi pues:

L T 1 ) Cysin(dIn(1 4+ ~.))
L, =— (exp - — 1) exp | = |arcsin
Ve 0 0 VC} + C2 + 20,0y cos(0In(1 +7,))
(7.356)
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Donde:

Cy=— (é _ 1) [4 (% _ 1) (5 + s%ﬂ)] (7.357)

(% - 1) {4 (é _ 1) (59055 + sm)] (7.358)

Y el coeficiente de esbeltez vendra dado por:

Njw

C2 = (1 _'_70)

Ly =B,L (7.359)

1 T 1 , Cysin(dIn(1 + ~.))
By = — <exp - - 1) exp | — |arcsin
Ve 0 0 VOF + C3 + 20,0y cos(6In(1 + 7.))
(7.360)
Para el calculo de (3, se pueden usar los mismos 4bacos de la estructura
Tipo I-B (7.27 a 7.31).

Columna equivalente

Para hallar el momento de inercia de la columna equivalente, aplicamos
la ecuacién de equivalencia:

mkE], 7T2E]eq

P, = i = B (7.361)
De donde el momento de inercia equivalente resulta ser:
I, =0, (7.362)

Siendo:

ﬁ 2
b=m (i> (7.363)
s

Una vez caracterizado el comportamiento de la columna en estudio den-
tro de la estructura general de la Figura 7.43, analizaremos a continuacion

algunos casos particulares de interés practico.
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Estructura Tipo 1I-B.1: Nudos C y D empotrados

El esquema del sistema estructural se muestra en la Figura 7.44.

/
ol
—

Figura 7.44: Estructura Tipo II-B.1

Se puede ver que:

fc =6p =0 (7.364)

Fy=Tp=0 (7.365)

Y los coeficientes de distribucién tomarian los siguientes valores:
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Estructura Tipo II-B.2: Nudos C y D articulados

El esquema del sistema estructural se muestra en la Figura 7.45.

E‘A

3
4y

Figura 7.45: Estructura Tipo II-B.2

Segun esto, tenemos que:

294

(7.366)

(7.367)
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1
oo = 504 (7.368)
0 — %93 (7.369)
1
Pa=Tp=3 (7.370)

= G2)o + (50).s (7.371)
() + (5F2) e+ (G + =) () + (52),a)
EIa)cQ + (E[{a)c?’ (7372)

* L
T] = z i7 Z. ii
T ()t () g+ (B2 + 2 [(5) 0+ (52,

Estructura Tipo II-B.3: Nudos C y D con giros iguales a los nudos
AyB

El esquema del sistema estructural se muestra en la Figura 7.46.

Y por tanto:
Oc =04 (7.373)
Op =0p (7.374)
M'y=I'p=1 (7.375)

Con lo que los coeficientes de distribuciéon en este caso quedan de la
siguiente forma:

,'72 — (%)cl + (EL{G)CQ (7376)
(Blo) o+ (Bfe) o (25208 [(Bfe),, + (B2),,)
El, FEl,
nh = ( L )02+( L )c3 (7.377)

(Bfe) g+ (Blo) (2222 [(B2),, + (o),
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Figura 7.46: Estructura Tipo 1I-B.3



Capitulo 8

Metodologia de aplicaciéon
practica

En este capitulo nos centraremos fundamentalmente en aplicar de manera
préctica la teoria desarrollada en los capitulos 6 y 7. Esto nos permitira definir
perfectamente el comportamiento frente a pandeo de diversos tipos de barras
con diferentes condiciones de sustentaciéon en sus extremos, que se puedan
modelizar dentro los tipos estructurales mostrados en el capitulo 7.

Es importante recordar que puesto que en este trabajo hemos analiza-
do en todo momento columnas ideales, todos los parametros obtenidos al
aplicar la metodologia estaran referidos al caso idealizado. No obstante, los
parametros de pandeo para el caso ideal permiten directamente caracterizar
el comportamiento real de la columna aplicando cualquier método, como por
ejemplo el del coeficiente w de Dutheil, vigente en la normativa espanola [25].

En la seccion 8.1 se describirdn uno por uno los pasos a seguir para aplicar
la metodologia propuesta en este trabajo. En la secciéon 8.2 se solucionaran
algunos problemas concretos a modo de ejemplo.

A lo largo de este capitulo se hara referencia continuada al Anejo A, el
cual recoge de manera esquematica toda la informacion til para el calculo de
pandeo en las barras de inercia variable. En este anejo aparecen las férmulas
a emplear para hallar los coeficientes de distribucion, 1% y 75, segin los
diferentes tipos estructurales. También se recogen en forma de tabla, todos
los valores de los diferentes pardmetros de pandeo representativos, m, 3,
y b, los cuales nos permiten definir completamente las caracteristicas de la
barra de inercia variable en cuanto a su comportamiento frente a pandeo.
Dichos parametros de pandeo quedan definidos una vez conocido el grado de
ahusamiento de la barra, 7, y los coeficientes de distribucion 7% y ng.

297
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8.1. Proceso de cilculo de pandeo en barras de
inercia variable

A continuacion se muestran los pasos a seguir para el calculo de pandeo
en barras de inercia variable segtin la metodologia propuesta en este trabajo.

1) Caracterizacién de la geometria y propiedades elasticas de la
barra de inercia variable

El primer paso que debemos realizar es definir la geometria de la barra de
inercia variable que queremos analizar, asi como su médulo de eslasticidad.
Para ello es necesario conocer las siguientes caracteristicas (Figura 8.1):

A

- [a+L
ha+L
Aa+l
L
la
=T = ha
B,
Ll —a W
a e
71"_

Figura 8.1: Geometria de la barra de inercia variable

Longitud de la barra, L

Longitud de convergencia, a

Ley de inercia de la barra: I(z) = I, (5)2

Momento de inercia maximo, Iy = [a = 1,4,

Momento de inercia minimo, I, = Ig = I,

Ley de area de la barra: A(x), dependiente del tipo de barra
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Area méaxima, A5 = Aa = Aoy

Area minima, A, = A = A,

Canto maximo, Apse = ha = hayp

Canto minimo, hy, = hg = hy,

Modulo de elasticidad del material, F

Conocidos estos parametros béasicos, ya podemos hallar el coeficiente de ahu-
samiento de la barra, el cual tiene diferentes expresiones posibles:

L ha+L - ha [a+L
= =T e -1 8.1
7 a hg 1, (8.1)

2) Caracterizacion de las condiciones de sustentaciéon en los extre-
mos de la barra

En segundo lugar debemos clasificar nuestra estructura dentro de uno de
los modelos estructurales mostrados en este trabajo, y que se pueden con-
sultar de forma resumida en el Anejo A. Si la barra que queremos analizar
se encuentra dentro de una estructura intraslacional, usaremos los modelos
Tipo A.I y A.IL. Si por el contrario, consideramos que la estructura es tras-
lacional, debemos recurrir a los modelos Tipo B.I y B.II.

Una vez situada nuestra barra en uno de los modelos estructurales comen-
tados, debemos hallar los coeficientes de distribucion, 7% v 71}, correspon-
dientes a ese modelo estructural. Estos coeficientes nos indicardn cémo esta
enlazada la barra dentro de la estructura, y pueden variar tomando valores
desde 0 (extremo empotrado) hasta 1 (extremo articulado o libre, dependien-
do de si la estructura es intraslacional o traslacional respectivamente).

3) Calculo de la carga de pandeo de la barra

Conocidas las caracteristicas de la barra y las condiciones de sus extremos,
pueden calcularse facilmente los pardmetros de pandeo de la barra. Primero
calcularemos la carga de pandeo, mediante la siguiente expresion:

mFEI,
12

Donde m es un parametro que depende del grado de ahusamiento, v, y

de los coeficientes de distribucion, 1% y nj. Para su calculo debemos emplear

P, = (8.2)
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las tablas correspondientes del Anejo A. Para cada valor de v, hay dos tablas
de m, una de ellas es para el caso de estructura intraslacional y la otra para
el caso traslacional.

4) Calculo del coeficiente de esbeltez y de la longitud de pandeo
de la barra

El coeficiente de esbeltez de la barra, [3,, se puede consultar directamente
de las tablas del Anejo A, al igual que el parametro m. Y la longitud de
pandeo sera:

L= L (8.3)

5) Calculo del momento de inercia equivalente de la barra

Conocidos los parametros m y f3,, ya podemos hallar el momento de
inercia que corresponde a una barra de inercia constante, biarticulada, con
misma carga v longitud de pandeo que la barra de inercia variable que esta-
mos estudiando (Figura 8.2). Dicho momento de inercia recibira el nombre de
mometo de inercia equivalente, I.,, y serd el valor de inercia representativo
de la barra de inercia variable a efectos de calculo.

v I
e A e [a+L s T |eq
|
|
|
. : |
eq 71— B?’ L |
|
|
|
- ,: Heq |
e e ?F'

Figura 8.2: Columna equivalente



CAPITULO 8. METODOLOGIA DE APLICACION PRACTICA 301

La ecuacion de equivalencia es la siguiente:

mEl, _ w*El,

Pp — L2 = 6’%[12 (84)
De donde podemos despejar el momento de inercia equivalente:
]eq = b]a (85)

Siendo:

O »

El valor de b se puede consultar directamente de las tablas de Anejo A,
al igual que m y £3,.

6) Calculo del area equivalente de la barra

Para calcular el area equivalente que represente a la columna de inercia
variable, necesitamos conocer la posiciéon que ocupa a lo largo de la directriz
de la barra. Dicha posicién sera la misma que ocupa el momento de inercia
equivalente, y que denominamos como z.,. Para el calculo de z., nos podemos
servir de la ley de inercia de la barra:

X

I(z) = I, (5)2 (8.7)

Y particularizando para la seccion equivalente de la barra:

Teg\ 2
Ly =1 (%2 (8.8)
Haciendo uso de (8.5):
x 2
oL, = 1, (1) 8.9
. (59)

De donde tenemos que:

Toq = Vba = <@> L (8.10)

Y

Y conocida x4, si conocemos la ley del area a lo largo de la barra, tenemos
que el area equivalente sera:

Aug = Azey) (8.11)



CAPITULO 8. METODOLOGIA DE APLICACION PRACTICA 302

7) Calculo de la esbeltez mecanica equivalente de la barra

Finalmente, calcularemos la esbeltez mecéanica equivalente de la barra de
inercia variable seglin la siguiente expresion:

5L

Aeg = = (8.12)
leg
Donde el radio de giro equivalente es:
Ieq
oy = 8.13
v q Aeq ( )

8.2. Problemas resueltos

A continuacién se resuelven, por el método propuesto en la seccion 8.1,
algunos problemas a modo de ejemplo de aplicacién. Algunos de los pro-
blemas han sido recopilados de diversas fuentes bibliograficas en las que ya
fueron resueltos por diferentes métodos. Para estos problemas obtenidos de
la bibliografia se muestra la referencia correspondiente, asi como su solucion
propuesta, lo que nos permitira contrastar y discutir los resultados obtenidos
por nuestra metodologia. En el caso de que alguna normativa de construc-
cion vigente, o algiin otro autor permita dar respuesta al problema planteado,
también se mostrara la solucion obtenida siguiendo sus directrices.

Problema 1

En una barra de acero tipo “doble T”, de inercia variable, stmzi-
lar a la mostrada en la Figura 8.1, y articulada en sus extremos,
calcular la carga de pandeo y la esbeltez mecdnica, sabiendo que
las caracteristicas geométricas y eldsticas de dicha barra toman los
sigutentes valores:

» Longitud, L = 5m

= Canto mdximo, hys = 24,9cm

s Canto minimo, hy,, = 12,45¢m

» Momento de inercia mdzimo, I = I, = 3137,25cm*
» Momento de inercia minimo, I, = I, = 784,31cm?*

» Area aproximadamente constante, A ~ 33cm?
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» Mdédulo de elasticidad del acero, E = 2.1 -10%p/cm?

a) Solucién segin la normativa NBE-EA-95 [25], Art® 3.2.5.4.

Se propone que la carga de pandeo de una pieza de inercia variable con
extremos articulados, se calcule de la siguiente forma:

2
e Ecl s
P, = 7z (8.14)
Donde:
» [4x, €s el momento de inercia méximo respecto al eje normal al plano
de pandeo considerado.

= A, es el valor medio del area a lo largo de la pieza.

» ¢, es un coeficiente mostrado en la normativa (Tabla 3.2.5.4) y que es
funciéon de la geometria de la barra.

Por otra parte, la esbeltez mecanica de la barra seréa:

L
1
Donde:
C- [max
) = 1
i ™ (8.16)

Los valores que toman las variables en este caso son:
w Lix = Lo = 3137,25em?

» A, =A=33cm?

= ¢c=0,51

Sustituyendo los valores correspondientes, tenemos que el valor de la carga
de pandeo es:

72-2,1-10%-0,51 - 3137,25

P = = 13264 1
» 002 32647kp (8.17)
Y la esbeltez mecénica seré:
500
A= ——— =71281 (8.18)

0,51-3137,25
33
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b) Solucién segiin T. V. Galambos [14]

Este autor propone que la carga de pandeo se calcule mediante la expre-
sion:

T FEl,

P ﬁquQ

Donde f3,, es un coeficiente de esbeltez equivalente, que segin el autor se
puede estimar de la siguiente forma:

(8.19)

Beg = 1 — 0,375y + 0,087*(1 — 0,07757) (8.20)

Siendo v el coeficiente de ahusamiento, el cual podemos calcular con los
datos del enunciado:

Tt 3137.25
TN \/ 784,31 (8:21)

Y segiin esto, el coeficiente de esbeltez equivalente vale:

Beg=1—0,375-140,08-1%(1 —0,0775-1) = 0,7 (8.22)

Con lo que la carga de pandeo resulta ser:

mEl, 7*-21-10°-784,31

P, = = = 132700k 8.23
PT R I 0,72 - 5002 P (8.23)
En cuanto a la esbeltez mecanica, el autor la define como:

o L oo L
Aeg = ﬁ? T (8.24)

i Io

Améx

Y sustituyendo los valores correspondientes:

0,7 - 500

7 = 71,79 (8.25)

c¢) Solucién segiun la nueva metodologia propuesta

La solucion que se propone en este trabajo se obtiene de seguir los pasos
mostrados en la seccion 8.1.
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Ya conocemos el coeficiente de ahusamiento, v = 1, calculado en el apar-
tado b).

Los coeficientes de distribuciéon en este caso son 7% = 15 = 1, ya que la
barra esta articulada en ambos extremos.

Y ya podemos calcular la carga de pandeo exacta, a diferencia de los
valores aproximados que se obtuvieron en los apartados a) y b):

mEI,
12
Consultando la Tabla 8 del Anejo A, tenemos que m = 20,79, que permite
calcular el valor de la carga de pandeo:

P, = (8.26)

20,79 -2,1-10% - 784,31
5002

El coeficiente de esbeltez se puede obtener de la Tabla 9 (Anejo A), y en
este caso toma el valor 3, = 1. Cabe destacar que este es el coeficiente de
esbeltez exacto de la barra de inercia variable, y como se puede observar, es
diferente del coeficiente equivalente propuesto por Galambos en el apartado
b), Beq = 0,7.

La longitud de pandeo sera por tanto:

P, =

= 136969kp (8.27)

Ly=p,L=L=b5m (8.28)
Por otra parte, el momento de inercia equivalente es:

I, = b, (8.29)

Y consultando la Tabla 10 (Anejo A), tenemos que b = 2,11, por lo que
se obtiene:

I, = 2,11 - 784,31 = 1654,89cm* (8.30)
Finalmente las esbeltez mecéanica equivalente es:

1-500

)\ _ ﬁ’YL _

g = =

1 Teq 1654,89
Aegq 33

= 70,61 (8.31)
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Discusion de resultados

En el Cuadro 8.1 se muestran los diferentes valores de carga de pandeo y
esbeltez mecanica obtenidos por los tres métodos expuestos.

‘ ‘ EA-95 ‘ Galambos ‘ Metodologia propuesta ‘

P,(kp) | 132647 | 132700 136969
A 71,81 71,79 70,61

Cuadro 8.1: Resultados del problema 1

Se puede observar como segtin la EA-95 y Galambos se obtienen valores
de carga de pandeo y esbeltez mecanica més conservadores que con la me-
todologia propuesta en este trabajo, lo cual era de esperar, ya que los dos
primeros métodos son aproximados, mientras que nosotros hemos calculado
valores exactos.

La carga de pandeo que aqui se propone es exacta porque se deriva direc-
tamente del analisis estatico de la barra, y en cuanto a la esbeltez mecéanica,
es la que se obtiene de aplicar el modelo de columna equivalente, el cual es
coherente con la carga y longitud de pandeo exactas obtenidas previamente.

La esbeltez mecanica propuesta en la EA-95, emplea en su calculo un
momento de inercia corregido, un coeficiente de esbeltez igual a 1, y el area
media. Por otra parte, Galambos emplea el momento de inercia minimo, un
coeficiente de esbeltez equivalente igual a 0.7, y el area minima. A veces,
para ser mas conservador, se suele emplear el drea méxima en el calculo de
la esbeltez mecénica, lo que da un valor de la esbeltez mas desfavorable. En
definitiva, se aprecia una gran incertidumbre en cuanto a qué valores de iner-
cia, area y longitud de pandeo se deben usar a la hora de calcular la esbeltez
mecénica de una barra de inercia variable. Sin embargo, esta incertidumbre
queda despejada abordando el problema desde su raiz y definiendo un modelo
de columna equivalente, de inercia constante, que represente correctamente a
la columna de inercia variable. Y eso es lo que hemos hecho en este trabajo,
calcular la carga de pandeo y longitud de pandeo exactas de la barra de iner-
cia variable, y a partir de esos parametros fiables, hemos buscado una barra
equivalente de inercia constante que se comporte frente a pandeo de manera
idéntica a la barra de inercia variable que estamos estudiando. El resultado
es una optimizacion en los valores de carga de pandeo y de esbeltez mecénica,
lo que finalmente nos llevara a un ahorro de material, que en algunos casos
puede ser considerable.



CAPITULO 8. METODOLOGIA DE APLICACION PRACTICA 307

Mas adelante podremos ver que ademas de obtener resultados mas ajus-
tados en comparacion con la normativa existente, también se solucionan pro-
blemas a los que dicha normativa no da solucion.

Problema 2

Fuente: Referencia [8]|, Problema 6.3, pag 467. Enunciado traducido y
adaptado.

Calcular la carga de pandeo de la columna de inercia variable
mostrada en la Figura 8.3.

Te

Figura 8.3: Barra libre-empotrada

a) Solucién propuesta por los autores

Se propone este problema para hallar la carga de pandeo aplicando un
método energético-numérico (Rayleigh-Ritz). La solucion es la siguiente:

4,20F1,
P,= 72
b) Soluciéon segiin la nueva metodologia propuesta

(8.32)

El coeficiente de ahusamiento es:
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21,
I,

Los coeficientes de distribucion son 1% = 0 (extremo empotrado) y nj = 1
(extremo libre). Consultando las Tabla 18 y 21 (Anejo A) e interpolando entre
ambas para v = 0,41, se obtiene m = 4,05, y por tanto la carga de pandeo
es:

v = ~1=041 (8.33)

P mEl, 4,05E1,
L -
La interpolaciéon realizada en las tablas es bastante fiable, ya que apli-
cando la ecuacion exacta (7.193) para v = 0,41, se obtiene con precision
m = 4,0456. Se ha comprobado que interpolando en las tablas del Anejo A,
se pueden obtener valores casi exactos (error menor del 1% en el caso mas
desfavorable).

(8.34)

Discusion de resultados

Se puede ver como las soluciones obtenidas en los apartados a) y b) son
muy similares, aunque el método energético-numérico predice un valor sobre-
estimado de la carga de pandeo, algo habitual en los métodos energéticos, ya
que en ellos suele trabajarse con una simple aproximacion de la ley de la de-
formada, y no con la deformada exacta con la que hemos trabajado nosotros.
Teniendo en cuenta que la solucion exacta se obtiene para m = 4,05, pode-
mos estimar el error cometido aplicando el método energético que proponen
los autores del problema:

4,05 — 4,20
4,05

Es decir, el método energético proporciona soluciones con un error de un
3,7 % respecto de la solucion exacta que nosotros proponemos.

’ 100 = 3,7% (8.35)

Problema 3

Fuente: Referencia [8], Problema 6.4, pag 467. Enunciado traducido y
adaptado.

Calcular la carga de pandeo de la columna de inercia variable
mostrada en la Figura 8.4.
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&P

2 la

L 2 ]
Te

Figura 8.4: Barra biarticulada
a) Solucién propuesta por los autores

Los autores proponen hallar la carga de pandeo aplicando otro método
energético-numérico (Galerkin). La solucion es la siguiente:

14,82F1,
» = — (8.36)
b) Solucién segiin la nueva metodologia propuesta
El coeficiente de ahusamiento es de nuevo:
21,
v = —1=0,41 (8.37)

a

Los coeficientes de distribucion son 7% = nj = 1 (extremos articulados).
Consultando las Tabla 2 y 5 (Anejo A) e interpolando entre ambas para
v = 0,41, se obtiene m = 14,14, y por tanto la carga de pandeo es:

p _ mEL, _14EI,

)= 73 = (8.38)




CAPITULO 8. METODOLOGIA DE APLICACION PRACTICA 310

Discusion de resultados

De nuevo se puede observar que el método energético que proponen los
autores vuelve a sobreestimar la carga de pandeo, esta vez cometiendo un
error del 4,8 % respecto de la solucion exacta.

Problema 4

Calcular la carga de pandeo, la longitud de pandeo y la esbeltez
mecdnica de los pilares del portico biarticulado de inercia variable
mostrado en la Figura 8.5.

Figura 8.5: Pdrtico de inercia variable birticulado
a) Solucién segiin Martin Lopez Aguilar [22]

Para este problema hemos consultado el trabajo de este autor, que pro-
porciona soluciones exactas para poérticos a dos aguas formados por barras
de inercia variable. La soluciéon es exacta, ya que el autor halla la carga de
pandeo de los pilares del portico resolviendo el determinante de la matriz de
rigidez, que da lugar a la ecuaciéon caracteristica exacta de la estructura.

El modelo propuesto por este autor considera que los dinteles del portico
no conducen carga axial, hipotesis que también se ha considerado en nuestro
trabajo, por ser la compresion de los dinteles practicamente despreciable en
comparacion a la flexion que soportan, sobre todo en poérticos de grandes
luces, donde el 4ngulo de vertiente es pequeno.
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La solucién obtenida, aplicando el procedimiento mostrado por el autor
en la pagina 100 de su trabajo, es la siguiente:

Como en el portico hay simetria, s6lo tenemos que analizar uno de los
pilares. Se modeliza el pilar del portico como una columna de inercia cons-
tante cuyo valor es el de la inercia minima del pilar, I,q,. La carga de pandeo
puede ser calculada de la siguiente forma:

7T2E]m1'n
eq

Siendo [, €l coeficiente de esbeltez equivalente que se puede obtener de
unos abacos que el autor proporciona para tal efecto. Para leer este coefi-
ciente en los abacos, es necesario fijar tres parametros que se muestran a
continuacion:

= Coeficiente de ahusamiento del pilar:

/ ]méxp 4IO
fyp .[ml’n7p I() ( )

» Coeficiente de ahusamiento del dintel:

[maix,d 4[(]

=, =L _1=4/——-1=05 8.41
T T LTl | (S4D
» Coeficiente de rigidez relativa pilar/dintel:
Lning/L Iy/L
G = Iminp/Ly /L 0,56 (8.42)

Lnina/La  1,771/L

Estos valores nos indican, tras la lectura del abaco correspondiente, que
Beq = 1,5, por lo que la longitud de pandeo equivalente es:

Lyeq =15L (8.43)
Y la carga de pandeo serd entonces:
7T2EI() 4,39EIO
by = 15202 L2
Cabe destacar que esta carga de pandeo es exacta, ya que el autor la cal-

cula a partir de la matriz de rigidez de la estructura completa. Sin embargo,
el coeficiente de esbeltez que emplea, no es exacto, sino que es un coeficiente

(8.44)
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ajustado para que la barra equivalente de inercia constante tenga una inercia
igual a la inercia minima, /.

Finalmente este autor propone calcular la esbeltez mecénica equivalente
seglin la siguiente expresion:

BeqL 1,5L

/Lo / Io

Amé,x A

b) Solucién segiin la nueva metodologia propuesta

(8.45)

Los coeficientes de ahusamiento ya los tenemos calculados del apartado
a), siendo en nuestra nomenclatura:

Ye=1, 7% =0, (8.46)

Para calcular los coeficientes de distribucién, podemos incluir el portico
con barras de inercia variable dentro de la estructura Tipo II-B del Anejo A,
ya que consideramos un comportamiento traslacional (caso mas desfavorable)
si no tenemos informacién sobre el grado de arriostramiento de la estructu-
ra. En este caso, los coeficientes de distribucién de ambos pilares toman la
siguiente forma:

T]j{ — (E[{a)cl + (%)02 (8 47)
2y dit2yy i1 " " ’
(Bl (Bfe) g (22T ) [(B),, o+ (B2),)
* (%)02 + (E[{a)cii (848)

77]5’_ 2o itz i1
() g+ (Blo) o (5t [(Bn), 4 (B, ]

En nuestro caso concreto, no existen las columnas cl y ¢3, ni las vigas
bl, b3 y b4, v el extremo B se encuentra articulado. Por ello, teniendo en
cuenta estas consideraciones y sustituyendo los valores de nuestro problema,
los coeficientes se pueden reescribir asi:

) - ! (8.49)
(%) i (z'ybii+zybijFA> (1,77LEIO) 1+ 1’77 <ZWbii+ZVbijFA> .

Na =

=1 (8.50)
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Para el coeficiente de distribucion del extremo A, debemos consultar los
valores de los coeficientes de rigidez de la viga (dintel). Estos valores se
muestran en la Tabla 17 del Anejo A. Y puesto que el ahusamiento del dintel
es v, = 0,5, tenemos que:

Rypii — 7,42, Y 3,02 (851)
También debemos definir la relacion entre giros de los extremos del dintel:
0
Ty=-—= (8.52)
04

Como el nudo C, de conexion entre dinteles, es un nudo rigido, no pode-
mos establecer a priori un valor concreto para el giro, 6s, en ese nudo. Sin
embargo, podemos conocer la relacion I'4 entre los giros 0 y 64 consultando
el trabajo de J. Ortiz Herrera |26], de donde se puede deducir, haciendo la
extrapolacion a nuestra metodologia, que dicha relacion es aproximadamente
'y = —0,25 para porticos a dos aguas.

Asi pues, los coeficientes de distribucion del pilar seran finalmente:

, 1
AT {1y () < O (8.53)
np =1 (8.54)

Conocidos los coeficientes 1% y 15, podemos obtener los pardmetros de
pandeo del pilar consultando las Tablas 24, 25 y 26 del Anejo A:

m = 4,58 (8.55)
By = 3,56 (8.56)
b=583 (8.57)

Y segiin esto, la carga de pandeo es:

. mE[O 4,58E[0

P, o - 2 (8.58)
La longitud de pandeo es:
Ly = 3,L =3,56L (8.59)

El momento de inercia equivalente es:



CAPITULO 8. METODOLOGIA DE APLICACION PRACTICA 314

I, =bly =583 (8.60)
Y finalmente podemos hallar la esbeltez mecéanica equivalente:

356L  147L
=2 ’ (8.61)

B,L
Aeqg = = =
Acq A A

Es importante destacar que la carga de pandeo, longitud de pandeo y
esbeltez mecanica, calculados segin este método, no son exactos, sino apro-
ximados. En realidad, si los coeficientes de distribucion, n% v 1%, que hemos
empleado, hubieran sido exactos, los resultados obtenidos a partir de ellos
también serian totalmente exactos. Sin embargo, estos coeficientes s6lo son
aproximaciones, ya que no tienen en cuenta el comportamiento de la estruc-
tura completa, sino que se limitan a caracterizar las condiciones de empotra-
miento de los nudos A y B considerando tnicamente las caracteristicas de

las barras que concurren en dichos nudos.

Discusion de resultados

En el Cuadro 8.2 se muestran los resultados obtenidos por los dos méto-
dos expuestos.

’ \ Lopez Aguilar \ Metodologia propuesta ‘

P, | 4,39EI,/L? 4,581,/ L?
Ly, 1,5L 3,56L
A | 15L/\/1h/A LATL/\/Io/A

Cuadro 8.2: Resultados del problema 4

Teniendo en cuenta que la carga de pandeo calculada por Lopez Aguilar
es exacta, podemos ver el error que hemos cometido con la nueva metodologia
propuesta en este trabajo:

4,39 — 4,58
4,39

Se puede ver que el error es bastante pequeno, a pesar de ser un error por
exceso.

E =

‘ 100 = 4,3% (8.62)
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Por otra parte, en lo referente a la longitud de pandeo, Ly, Lopez Aguilar
propone una longitud de pandeo basada en el coeficiente de esbeltez equiva-
lente, 8., = 1,5, el cual no es el verdadero coeficiente de esbeltez correspon-
diente a la barra de inercia variable, sino que como se ha dicho anteriormente,
es un coeficiente ajustado. Sin embargo, en la metodologia propuesta en este
trabajo, se ha calculado la verdadera longitud de pandeo de la barra, es de-
cir, la distancia entre puntos de inflexion de la deformada de dicha barra. Y
aunque dicha longitud de pandeo no es completamente exacta, debido a la
no exactitud de los coeficientes de distribucion, si que es muy aproximada;
y en los casos en los que los coeficientes de distribucion son conocidos con
certeza (articulaciones, empotramientos o extremos libres) si que obtenemos
la longitud de pandeo exacta de la barra de inercia variable.

Finalmente, analizando las expresiones de la esbeltez mecénica, podemos
ver que se obtienen valores parecidos empleando ambos métodos, aunque el
de Lopez Aguilar es mas conservador que el obtenido por la nueva metodo-
logia propuesta. Esto se debe a que Lopez Aguilar emplea una longitud de
pandeo ajustada y un momento de inercia minimo, Iy, y sin embargo noso-
tros empleamos una longitud de pandeo exacta, y un momento de inercia
equivalente, I.,, derivado de la carga y longitud de pandeo exactas, lo que
nos lleva a concluir que dicho momento de inercia si representa de manera
precisa las caracteristicas de la columna equivalente que modeliza a la barra
de inercia variable. Todo esto implica que podemos optimizar el valor de la
esbeltez mecénica de la barra, lo que nos llevara a un ahorro de seccion y de
material, que en ocasiones puede ser considerable.

Quedan por tanto mostradas las ventajas e inconvenientes de cada uno
de los dos métodos empleados en la resoluciéon de este problema. El método
de Lopez Aguilar es mas exacto en algunos aspectos, y el propuesto en este
trabajo optimiza otros factores, pero en definitiva ambos dan resultados ttiles
y bastante fiables. No obstante, en el problema 5 podremos ver que nuestra
metodologia, a pesar de ser solo aproximada en ciertos casos, permite dar
solucion a muy diversos tipos o modelos estructurales, lo cual no es posible
con métodos como el de la matriz de rigidez que emplea Lopez Aguilar.

Problema 5

Calcular la carga de pandeo, longitud de pandeo y esbeltez mecd-
nica de los pilares extremos y del pilar intermedio del pértico doble
de inercia variable mostrado en la Figura 8.6. Todos los pilares
estan empotrados en la base.
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Figura 8.6: Pdrtico doble de inercia variable con pilares empotrados en la
base

En este caso no se ha encontrado en la bibliografia y en la normativa nin-
guna metodologia que permita analizar el comportamiento frente a pandeo
de los pilares de este portico. Por ello, solucionaremos el problema aplicando
inicamente la nueva metodologia propuesta en este trabajo.

En primer lugar calculamos los coeficientes de ahusamiento de los pilares
y de los dinteles:

= Coeficiente ahusamiento pilar:

6,251
Ye=1/"—=—-1=15 (8.63)
I

» Coeficiente ahusamiento dintel:

16,251,
b 1,561, (8.:64)

Los pilares que queremos analizar se pueden englobar en el modelo es-
tructural Tipo II-B del Anejo A, al igual que hicimos en el problema 4. Los
coeficientes de distribucion son:

= Coeficientes de distribucion de los pilares extremos:
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= (F)a + () _
’ Zy 2y i1 . "
(Ble) g+ (B) o+ (P20 ) [(B),, + (B2),)
(7
L /¢2
B Zypiit2yyig L .\
(o) o+ (2t (B),,

()

- (%) T (11,644;,07-0,25) (1,56LEIO) =0,19 (8.65)
Npy =0 (8.66)

= Coeficientes de distribucion del pilar central:

7722 _ (%)cl + (E[I/G)CQ —
) Zoyy iit 2y 051
(Blo), + (Blo),, + (Dt ) [(Bls), o (Els), ]
(%)CQ

~ TEIL 1164407-02(5%>156E1 1,561, =0,11 (8.67)
(72) + (F=5722) [() + ()]
Np2 =0 (8.68)

Y con estos coeficientes, consultando las tablas del Anejo A, ya podemos
calcular los pardmetros de pandeo para cada uno de los pilares:

s Pilares extremos:

17,88E1,

my=1788 = Fpy = —— (8.69)

By1=1,35= Ly, = 1,35L (8.70)

by = 3,29 = I, = 3,291 (8.71)
1,351 0,74L

s D (8.72)

Aeq71 p— pr—
3,291 Io
A A
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s Pilar central:

my =213 = P,y = %‘;EIO (8.73)
B =119= Ly, =119L (8.74)
by = 3,03 = Iy = 3,031 (8.75)

h LI9L 0,68 (5.76)

2 p—
3,031 Iy
A A

Se puede observar como la carga de pandeo del pilar central es ligeramen-
te mayor a la de los pilares extremos. Logicamente, esto es debido a que el
extremo superior de dicho pilar estd mas arriostrado que en el caso de los
pilares extremos, ya que en dicho nudo concurren dos dinteles en vez de uno
solo. En cuanto a la longitud de pandeo y la esbeltez mecanica, son menores
en el caso del pilar central, lo que confirma su mayor resistencia frente a
pandeo respecto de los pilares extremos.

Se ha podido comprobar como el método propuesto permite una soluciéon
rapida y sencilla al problema de pandeo en una estructura bastante compleja,
que seria dificil de estudiar por el método exacto de la matriz de rigidez.
Ademas, como se ha comentado antes, este método es muy versatil y abierto,
ya que si la estructura no fuera simétrica y hubiera diferentes barras con
distintas inercias y areas, igualmente podriamos hallar los parametros de
pandeo sin ninguna dificultad. En cambio, el método exacto es fuertemente
cerrado y s6lo da solucion para modelos estructurales muy concretos.



Capitulo 9

Resultados y conclusiones

En este capitulo se recogen brevemente los resultados y las conclusiones
obtenidas de nuestro trabajo.

9.1. Resultados

En primer lugar debemos indicar que, como fase previa al cumplimiento
de los objetivos propuestos, se ha realizado una extensa labor de revision
bibliografica, recopilando, dentro de lo que ha sido posible, la informacion
existente sobre el pandeo por flexion elastico y plastico de barras, ideales y
reales, de inercia constante y variable. Toda esta informacién se recoge en la
Parte I de este trabajo.

Se mostraran a continuacion los resultados obtenidos, asociados a cada
uno de los objetivos planteados, los cuales se justifican en la Parte II de este
trabajo.

9.1.1. Resultados referentes a los objetivos 1 y 3 (Capi-
tulos 6 y 7)

a) Descripcion del pandeo de columnas aisladas de inercia variable
para los cinco casos de sustentacién de Euler

Se ha conseguido describir fisica y mateméaticamente el comportamiento
exacto frente a pandeo de una columna ideal de inercia variable bajo diversas
condiciones de sustentacién en sus extremos: barra biarticulada, empotrada-
libre, biempotrada, biempotrada con desplazamiento relativo entre extremos
y empotrada-articulada. Estos casos fueron estudiados por Euler para barras

319



CAPITULO 9. RESULTADOS Y CONCLUSIONES 320

de inercia constante, y en este trabajo hemos ampliado el anélisis al caso de
las barras de inercia variable. Algunos resultados de interés son los siguientes:

= Para cada uno de estos cinco casos, hemos obtenido las férmulas mate-
maéticas que representan la deformada de la barra, la ley de momentos
flectores, la flecha maxima y su localizacion a lo largo de la barra, el
momento flector maximo y su localizacién, la carga de pandeo y la lon-
gitud de pandeo, siendo todos estos pardametros dependientes del grado
de ahusamiento de la barra, 7. El procedimiento para la obtenciéon de
dichas formulas ha sido analitico y exacto, lo que nos permite tener
soluciones generales y cualitativas.

= Al aplicar las féormulas para la carga de pandeo, hemos podido observar
ciertos comportamientos de las barras de inercia variable:

1. Una barra de inercia variable admite una mayor carga de pandeo cuan-
to mayor es su grado de ahusamiento, para un valor concreto de su
momento de inercia minimo, I,.

2. Una barra de inercia variable biarticulada tiene la misma carga de pan-
deo que una biempotrada con posibilidad de desplazamiento relativo
entre extremos. Este resultado es independiente del grado de ahusa-
miento de la barra.

3. En el caso de una barra de inercia variable con un extremo empotrado
y otro libre, si el extremo empotrado es el de mayor inercia, la carga de
pandeo es mayor que si el empotramiento esta en el extremo de menor
inercia. Esta diferencia es tanto mas acusada cuanto mayor sea el grado
de ahusamiento de la barra.

4. Curiosamente, para el caso de la barra empotrada en un extremo y
articulada en el otro, la carga de pandeo es idéntica si el empotramiento
se realiza en el extremo de mayor o menor inercia, cosa que no ocurre
en el caso de la barra empotrada-libre.

= De igual manera, al aplicar las formulas para la flecha, el momento, y
la longitud de pandeo, obtenemos los siguientes resultados:

1. Para todas las barras de inercia variable se obtienen curvas para la
deformada, v(x), de tipo senoidal, pero no periddicas, a diferencia de
las curvas para barras de inercia constante. Esto se debe a que, en
este caso, las ecuaciones de v(x) tienen como argumento un logaritmo
neperiano que hace que la curva se “estire” en cada ciclo, de tal manera
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que la distancia entre puntos de inflexion de la deformada es creciente.
Ademas, dichas curvas, v(z), aumentan su amplitud en cada ciclo. Estas
curiosidades matematicas se traducen en una asimetria de la flecha y
el momento para la barra de inercia variable, lo cual es logico, ya que
también existe una asimetria en la inercia de la barra.

2. La longitud de pandeo de una barra biarticulada es siempre igual a la
propia longitud de la barra, es decir, 3 = 1, sea cual sea el grado de
ahusamiento de la barra. Esto ya fue demostrado anteriormente por
Lopez Aguilar en su trabajo [22]. En este trabajo, hemos podido ver
que esto también ocurre para la barra biempotrada con desplazamiento
relativo entre extremos.

3. La longitud de pandeo de una barra empotrada-libre (empotrada en
extremo de menor inercia) disminuye a medida que aumenta el grado
de ahusamiento de la barra. Y lo contrario sucede en el caso de la barra
libre-empotrada (empotrada en extremo de mayor inercia). Esto es algo
que en principio puede parecer paradogico, ya que se podria intuir que
si empotramos en el extremo de mayor inercia, la resistencia a pandeo
es mayor, y por tanto, la longitud de pandeo deberia ser menor, para
que la carga de pandeo fuese mayor. Sin embargo, en este trabajo hemos
podido comprobar que la barra libre-empotrada tiene mayor longitud
de pandeo que la empotrada-libre, a pesar de que la carga de pandeo
de la primera sea mayor.

4. La longitud de pandeo de una barra biempotrada disminuye a medida
que aumenta su grado de ahusamiento.

5. La longitud de pandeo de una barra empotrada-articulada (empotrada
en extremo de menor inercia) aumenta con el grado de ahusamiento. Y
lo contrario sucede en el caso de la barra articulada-empotrada (empo-
trada en extremo de mayor inercia).

b) Modelizacion de las columnas de inercia variable (cinco casos de
Euler) como columnas equivalentes de inercia constante

Se ha conseguido modelizar la barra ideal de inercia variable como una
barra ideal de inercia constante. Para ello, se ha definido una barra biarticu-
lada de inercia constante equivalente que tiene la misma carga de pandeo y
longitud de pandeo que la barra de inercia variable. Esta modelizacién permi-
te conocer la esbeltez mecanica de la barra de inercia constante equivalente,
que es representativa de la verdadera esbeltez mecanica de la barra de inercia
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variable. Al trabajar ya con una barra equivalente de inercia constante, es
facil pasar de la columna ideal a la columna real, aplicando cualquier método
para barras de inercia constante mostrado en la bibliografia o en la normati-
va, como por ejemplo el método de Dutheil.

El parametro que hemos empleado para definir la columna equivalente es
el momento de inercia equivalente, /.4, que depende inicamente del grado de
ahusamiento de la barra y de las condiciones de sustentacion en los extremos
(segtn casos de Euler). Este momento de inercia equivalente nos permite
definir la posicion de la secciéon equivalente de la barra, x.,, asi como el
area equivalente, A.,. Conocidas estas variables, podemos hallar la esbeltez
mecanica equivalente, A.,.

c) Descripcion del pandeo de columnas de inercia variable con res-
tricciones elasticas en sus extremos

Se ha conseguido describir fisica y mateméaticamente el comportamiento
exacto frente a pandeo de una columna ideal de inercia variable con restric-
ciones elasticas frente al giro en sus extremos, Ry y Rrp. Concretamente,
se han definido de manera exacta las formulas matematicas para la carga
de pandeo y para la longitud de pandeo, al igual que hemos hecho en los
cinco casos de Euler. El considerar que los extremos de la barra tienen una
cierta rigidez frente al giro, permite modelizar multitud de casos en el que los
extremos de la barra no estdn articulados, empotrados o libres, sino que se
encuentran en una situaciéon intermedia, en lo que a sus condiciones de enlace
se refiere. Y estos casos de rigidez intermedia en los extremos, son los que se
presentan en una barra en cuyos nudos extremos concurren otras barras, es
decir, podemos modelizar cualquier barra que forme parte de una estructura
més compleja si conocemos las rigideces de los nudos extremos de la barra.
En este trabajo se ha establecido una metodologia para definir, de manera
aproximada, esas rigideces en los nudos de la barra, y asi poder estimar, de
manera no exacta pero si suficientemente precisa, el comportamiento frente
a pandeo de una barra de inercia variable que pertenezca a un sistema es-
tructural mas complejo.

Puesto que las rigideces en los nudos, Rya v Rip, son mateméticamente
poco manejables (toman valores entre oo y 0), se ha optado por emplear los
llamados coeficientes de distribucion, n% y 15, que varian entre 0 (extremo
empotrado) y 1 (extremo articulado o libre), los cuales nos permiten una
mayor facilidad de calculo.
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Tenemos por tanto unas formulas analiticas para la carga y la longitud de
pandeo, dependientes del coeficiente de ahusamiento, ~, y de los coeficientes
de distribucion, i’ y 5. Dichas formulas son excesivamente complejas, y por
ello, se ha optado por mostrar los resultados en forma de dbacos o diagramas,
y en forma de tablas (Anejo A). Los dbacos muestran curvas de nivel con
coordenadas (v, %, n;) para la carga de pandeo y la longitud de pandeo, las
cuales nos permiten ver la tendencia que siguen las variables a medida que el
ahusamiento, v, aumenta. Por otra parte, los resultados mostrados en tablas
nos permiten una mayor precision.

Como es logico, en los casos en los que los coeficientes de distribucion
toman valores extremos (0 y 1), se obtienen los mismos resultados, para la
carga vy la longitud de pandeo, que aplicando las formulas particulares de los
cinco casos de Euler, comentadas en el apartado a).

d) Modelizacion de las columnas de inercia variable, con restric-
ciones elasticas en sus extremos, como columnas equivalentes de
inercia constante

Al igual que se ha hecho para los cinco casos de Euler, en el caso de
que la barra de inercia variable tenga sus nudos extremos en condiciones de
empotramiento intermedias, también hemos obtenido un modelo de columna
equivalente de inercia constante. La tnica diferencia es que, en este caso,
el momento de inercia equivalente, I.,, no sélo depende del coeficiente de
ahusamiento, v, sino que también es dependiente de los coeficientes de dis-
tribucion, % v 5. En lo demés, la metodologia es similar a la expuesta para
los casos de Euler.

9.1.2. Resultados referentes al objetivo 2 (Capitulo 8)
a) Métodologia practica de calculo para barras de inercia variable

En base a los resultados teéricos comentados anteriormente, se ha es-
tablecido una metodologia practica para el calculo de pandeo en barras de
inercia variable con muy diversas condiciones de sustentaciéon en sus extre-
mos, incluyéndose las condiciones asociadas a una barra que pertenece a una
estructura mas compleja. La metodologia se muestra detalladamente en el
capitulo 8 de este trabajo, pero se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Caracterizacion de la geometria y propiedades elasticas de la barra.
Célculo del coeficiente de ahusamiento, 7.
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2. Caracterizacion de las condiciones de sustentacién en los extremos.
Célculo de los coeficientes de distribucion, n% v n5.

3. Célculo de la carga de pandeo, P,.

4. Calculo del coeficiente de esbeltez, 3,, y de la longitud de pandeo, Lj.
5. Calculo del momento de inercia equivalente, .

6. Calculo del area equivalente, A.,.

7. Calculo de la esbeltez mecanica equivalente, A.,.

Es importante destacar que esta metodologia proporciona resultados exactos
siempre que los coeficientes de distribucion, 7% y nj, sean también exactos.
Por ello, los resultados seran exactos para los cinco casos de Euler, donde
sabemos con certeza que estos coeficientes toman dnicamente los valores 0 y
1. En el caso en que los coeficientes de distribucion no sean exactos (barras
con restricciones elésticas en los extremos), los resultados obtenidos seran
aproximados.

9.1.3. Resultados referentes al objetivo 4 (Capitulo 8)

Se han resuelto diversos problemas, algunos de ellos propuestos en la bi-
bliografia, para ejemplificar el modo de aplicacién de nuestra metodologia, y
para comparar los resultados con los obtenidos a partir de otros métodos o
especificaciones de la normativa.

Como se ha comentado anteriormente, los resultados son exactos en los
casos de Euler (Problemas 1, 2 y 3), y aproximados en los casos de barras
pertenecientes a estructuras (Problemas 4 y 5). No obstante, comparando
estos resultados aproximados con los exactos obtenidos por Loépez Aguilar
|22| para porticos a dos aguas, hemos podido comprobar que los errores son
més que asumibles.

9.2. Conclusiones

= Se ha realizado con este trabajo una aportacion al célculo de pandeo
por flexién en barras de inercia variable, cubriendo, en nuestra opinion,
un vacio de informacion sobre el tema, que hasta ahora habia sido
abordado casi exclusivamente desde el punto de vista de los métodos
numéricos de calculo.
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= Al basarse nuestro analisis en la via de calculo analitica, hemos obtenido
una vision global del fenémeno de pandeo en barras de inercia variable,
entendiendo su esencia, y observando como varia el comportamiento
de la barra cuando son modificados ciertos parametros. En definitiva
hemos realizado un analisis cualitativo, ademas del cuantitativo, en el
que los métodos numéricos se centran exclusivamente.

= Se ha elaborado una metodologia de célculo de pandeo que proporciona
soluciones exactas siempre que se conozcan con exactitud las caracteris-
ticas elasticas de los nudos de las barras. Si estas tltimas se estiman de
manera aproximada, las soluciones del cilculo de pandeo también seran
aproximadas. No obstante, se ha comprobado que las aproximaciones
suelen ser suficientemente aceptables.

= La metodologia de célculo aqui propuesta es de tipo general, y engloba
el caso en el que la barra tiene inercia constante, siendo este s6lo un caso
particular. Las formulas que se proponen en este trabajo, cuando son
llevadas al limite en el que la barra tiende a ser de inercia constante,
se transforman en las formulas correspondientes a barras de inercia
constante, lo cual es una confirmacién de que nuestra formulacién es
correcta.

= La aplicacion de la metodologia de céalculo es bastante sencilla, gra-
cias a la elaboracion de tablas y abacos que facilitan la resolucion de
ecuaciones muy complejas. Ademas, esta metodologia es muy versatil
y permite calcular el comportamiento frente a pandeo de multitud de
barras pertenecientes a diferentes tipos de estructuras.

En cuanto a las perspectivas futuras generadas por este trabajo, cabe decir
que la metodologia aqui expuesta es facilmente programable a nivel informé-
tico, lo que permitiria resolver estructuras muy complejas que serian inviables
de manera manual.

También debemos destacar que en este trabajo nos hemos centrado tni-
camente en el pandeo por flexion de barras de inercia variable segin la ley de
Timoshenko (3.1). Pero existen todavia muchas vias de investigacion no ex-
ploradas, en las que probar, por ejemplo, otras leyes de variaciéon de inercia,
y otros tipos de fenémenos inestables como el pandeo por flexo-torsion.
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1. FORMULAS GENERALES PARA EL CALCULO DE PANDEO POR
FLEXION EN BARRAS DE INERCIA VARIABLE

1.1. GEOMETRIA Y CARACTERISTICAS ELASTICAS DE LA BARRA DE
INERCIA VARIABLE

A
-1 la+L
Ra+L
Aa+l
L
la
-1 E Eﬁ
H et ¥
a M-
o

-

Barra de inercia variable

L, Longitud de la barra a, Longitud de convergencia

h,, Canto minimo h,,. , Canto maximo

a+L

|, , Momento de inercia minimo l,.. » Momento de inercia maximo

a+L >

A, , Area minima A . , Area maxima

2
1(x) = Ia(ﬁj , Ley de inercia A(X), Ley de area
a

L h, -h /I .. .
y=—= a*Lh 2 = i*L —1, Coeficiente de ahusamiento
a a

a

E, Mddulo de elasticidad del material



1.2. FORMULAS PARA EL CALCULO DE PANDEO

JjF’
e e 1 |El:|
|
|
|
|
. : |
= By L |
|
|
|
s Heq |
- |
a ()
Columna equivalente
mEl.  7°El
P, =——2%=—5+, Carga de pandeo
L B L

L, = B,L, Longitud de pandeo
I, = 1(X,) =Dbl,, Momento de inercia equivalente

A, = A(x,,), Area equivalente

Jb

=—L, Abscisa de la secciOn equivalente
4

Xeq

L L .
Aoq = =, Esbeltez mecénica equivalente
[

eq

|
i., = |-, Radio de giro equivalente
| Aq



2. VALORES DE LOS PARAMETROS DE PANDEO (m, B, , b) PARA BARRAS
AISLADAS DE INERCIA VARIABLE, EN FUNCION DEL COEFICIENTE DE

AHUSAMIENTO, y

2.1. BARRA BIARTICULADA

0,0 | 72 ~9,87 | 1,00 | 1,00
01| 10,87 |1,00]1,10
02| 11,89 |1,00] 1,20
03] 1293 |[1,00] 1,31
04| 1399 |1,00] 1,42
05| 1507 |[1,00] 1,53
06| 1617 |1,00] 1,64
07| 1730 [1,00] 1,75

L 08| 1844 | 1,00 1,87
09| 19,61 | 1,00 1,99
10| 20,79 1,00 211
L1 2200 |1,00]223
12| 2322 1,00 235
e 13| 2447 | 1,00 | 248

L4 2573 | 1,00 2,61
L5 2700 [1,00]274
16| 2831 |1,00]287
e ; 1,7] 29,63 |1,00]3,00
1,8 3097 [1,00]3,14
19| 3233 |1,00]3.28
20| 3371 |1,00]341




2.2. BARRA EMPOTRADA-LIBRE

Pjﬁjp

2.3. BARRA LIBRE-EMPOTRADA

Te

/4 m B, | b
0,0 | 7%/4~2,47 | 2,00 | 1,00
0,1 2,61 1,94 | 1,00
0,2 2,76 1,89 | 1,00
0,3 2,90 1,85 | 1,00
0,4 3,03 1,81 | 1,00
0,5 3,17 1,77 | 1,01
0,6 3,31 1,74 | 1,01
0,7 3,44 1,70 | 1,01
0,8 3,57 1,67 | 1,01
0,9 3,71 1,65 | 1,02
1,0 3,84 1,62 | 1,02
1,1 3,97 1,60 | 1,02
1,2 4,09 1,57 | 1,03
1,3 4,22 1,55 | 1,03
1,4 4,35 1,53 | 1,03
1,5 4,48 1,51 | 1,04
1,6 4,60 1,50 | 1,04
1,7 4,73 1,48 | 1,05
1,8 4,85 1,46 | 1,05
1,9 4,97 1,45 | 1,06
2,0 5,10 1,43 | 1,06
/4 m B, | b
00| 72/4~2,47 | 2,00 | 1,00
0,1 2,82 2,06 | 1,21
0,2 3,19 2,11 | 1,44
0,3 3,58 2,16 | 1,69
0,4 3,99 2,20 | 1,96
0,5 4,41 224 | 2,26
0,6 4,84 2,28 | 2,57
0,7 5,29 2,32 | 2,90
0,8 5,76 2,36 | 3,26
0,9 6,24 2,39 | 3,63
1,0 6,73 2,42 | 4,03
1,1 7,24 2,45 | 4,44
1,2 7,76 2,48 | 4,88
1,3 8,30 2,51 | 5,34
1,4 8,85 2,54 | 5,81
1,5 9,42 2,56 | 6,31
1,6 10,00 2,59 | 6,83
1,7 10,59 261|737
1,8 11,19 2,63 | 7,93
1,9 11,81 2,66 | 8,51
2,0 12,44 2,68 | 9,11




2.4. BARRA BIEMPOTRADA

/4 m B, | b

0,0 | 472 ~39,48 | 0,50 | 1,00

= 0,1 43,46 0,49 | 1,05

0,2 47,52 0,48 | 1,10

== 0,3 51,64 0,47 | 1,14

0,4 55,83 0,46 | 1,19

0,5 60,10 0,45 | 1,23

0,6 64,43 0,44 | 1,27

0,7 68,83 0,43 | 1,31

. 0,8 73,29 0,43 | 1,35

0,9 77,82 0,42 | 1,39

1,0 82,42 0,41 | 1,43

1,1 87,08 0,41 | 1,47

12| 9181 |0,40] 1,51

13| 96,60 |040]1,54

e 14| 101,45 |0,39]1,58
ﬂ! 5] 10636 |039]1,62

o = 16| 111,33 | 0,38 | 1,65
s 17| 11637 |0,38] 1,69

18] 12147 [037]1,72

9] 12662 [037]1,76

20| 131,84 | 037 1,79

2.5. BARRA BIEMPOTRADA CON DESPLAZAMIENTO RELATIVO

Y m B, | b
0,0 | 7% ~9,87 | 1,00 | 1,00
01| 1087 [1,00]1,10
02| 11,89 [1,00]1,20
03] 1293 [1,00]1,31
04| 13,99 |1,00] 1,42
05| 1507 [1,00]1,53
06| 16,17 [1,00] 1,64
07| 17,30 |1,00]1,75
08| 1844 [1,00]1,87
09| 1961 [1,00]1,99
1,0 2079 [1,00]211
L1 2200 |1,00]223
12| 2322 [1,00]235
13| 2447 [1,00]248
14| 2573 [1,00]261
1,5 27,01 |1,00] 2,74
1,6 2831 |1,00]287
1,7 29,63 |1,00]3,00
18] 3097 |1,00]3,14
1,9 3233 [1,00]3,28
20| 3371 [1,00]3,41




2.6. BARRA EMPOTRADA-

ARTICULADA
Jy F
L

2.7. BARRA ARTICULADA-
EMPOTRADA

0,0

20,19

0,70

1,00

0,1

22,23

0,71

1,10

0,2

24,30

0,72

1,27

0,3

26,41

0,73

1,41

0,4

28,55

0,73

1,56

0,5

30,72

0,74

1,71

0,6

32,93

0,75

1,86

0,7

35,18

0,75

2,02

0,8

37,46

0,76

2,19

0,9

39,77

0,76

2,35

1,0

42,11

0,77

2,52

1,1

44,48

0,77

2,70

1,2

46,89

0,78

2,88

1,3

49,33

0,78

3,06

1,4

51,80

0,79

3,25

1,5

54,30

0,79

3,44

1,6

56,83

0,79

3,63

1,7

59,40

0,80

3,83

1,8

61,99

0,80

4,03

1,9

64,61

0,80

4,23

2,0

67,26

0,81

4,43

0,0

20,19

0,70

1,00

0,1

22,23

0,69

1,07

0,2

24,30

0,68

1,14

0,3

26,41

0,67

1,21

0,4

28,55

0,66

1,27

0,5

30,72

0,66

1,34

0,6

32,93

0,65

1,41

0,7

35,18

0,64

1,47

0,8

37,46

0,64

1,54

0,9

39,77

0,63

1,60

1,0

42,11

0,62

1,67

1,1

44,48

0,62

1,73

1,2

46,89

0,61

1,80

1,3

49,33

0,61

1,87

1,4

51,80

0,61

1,92

1,5

54,30

0,60

1,99

1,6

56,83

0,60

2,05

1,7

59,40

0,60

2,12

1,8

61,99

0,59

2,18

1,9

64,61

0,58

2,24

2,0

67,26

0,58

2,31




3. VALORES DE LOS PARAMETROS DE PANDEO (m, B, , b) PARA BARRAS
DE INERCIA VARIABLE PERTENECIENTES A UNA ESTRUCTURA, EN
FUNCION DEL COEFICIENTE DE AHUSAMIENTO, Y

3.1. ESTRUCTURAS INTRASLACIONALES (TIPO I-A Y II-A)




ESTRUCTURA TIPO I-A.1

10



0. :EHA =T,
2
(7N :%HB =15

11



ESTRUCTURA TIPO I-A.3

12



&
(A8
m
L W
L2
o
o
I

—_
e

ESTRUCTURA TIPO II-A (General)

SRERE D AR

(e LA

13



Vo | Zyii | Zuii T Zyii | Lo
0,0 | 4,00 2,00 4,00
0,1 | 4,62 2,20 4,20
0,2 | 527 2,40 4,39
03 | 595 2,61 4,58
0,4 | 6,67 2,81 4,76
05| 7,42 3,02 4,95
0,6 | 8,20 3,22 5,12
0,7 9,01 3,43 5,30
0.8 | 9,86 3,64 | 547
091073 | 3,85 5,65
10| 11,64| 407 | 582
11]12,57| 428 | 598
121353 4,49 6,15
13| 14,53 | 471 6,31
141555 | 4,92 6,48
15| 16,60 | 514 6,64
16]17,68| 536 6,80
1,7 | 18,79 5,58 6,96
1,8 | 19,93 5,80 7,12
1,9 | 21,09 6,02 7,27
2,0 | 22,30 6,24 7,43
Tabla 1
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ESTRUCTURA TIPO 1I-A.2

16



e = T

—

e

ESTRUCTURA TIPO 1I-A.3

(&),

a

LA

a

_a

17



A

=00 190

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,0 |39,48

37,33

35,16

32,83

30,58

28,41

26,42

24,60

22,94

21,53

20,19

0,1/37,33

35,40

33,41

31,25

29,05

27,04

25,10

23,43

21,81

20,43

19,18

0,2]35,16

33,41

31,47

29,48

27,46

25,60

23,81

22,09

20,61

19,27

18,06

0,3 32,83

31,25

29,48

27,67

25,81

24,01

22,37

20,79

19,36

18,06

16,89

0,4 30,58

29,05

27,46

25,81

24,11

22,47

20,88

19,45

18,15

16,89

15,76

m 10,5]28,41

27,04

25,60

24,01

22,47

20,98

19,54

18,15

16,89

15,68

14,67

0,6 | 26,42

25,10

23,81

22,37

20,88

19,54

18,15

16,89

15,68

14,59

13,54

0,7]24,60

23,43

22,09

20,79

19,45

18,15

16,89

15,68

14,52

13,54

12,53

0,8]22,94

21,81

20,61

19,36

18,15

16,89

15,68

14,52

13,47

12,53

11,63

0,9 21,53

20,43

19,27

18,06

16,89

15,68

14,59

13,54

12,53

11,56

10,69

1,0]20,19

19,18

18,06

16,89

15,76

14,67

13,54

12,53

11,63

10,69

9,87

Tabla 2

y=0,0

*

A

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,0

0,50

0,51

0,53

0,55

0,57

0,59

0,61

0,63

0,66

0,68

0,70

0,1

0,51

0,53

0,54

0,56

0,58

0,60

0,63

0,65

0,67

0,70

0,72

0,2

0,53

0,54

0,56

0,58

0,60

0,62

0,64

0,67

0,69

0,72

0,74

0,3

0,55

0,56

0,58

0,60

0,62

0,64

0,66

0,69

0,71

0,74

0,76

0,4

0,57

0,58

0,60

0,62

0,64

0,66

0,69

0,71

0,74

0,76

0,79

0,59

0,60

0,62

0,64

0,66

0,69

0,71

0,74

0,76

0,79

0,82

0,6

0,61

0,63

0,64

0,66

0,69

0,71

0,74

0,76

0,79

0,82

0,85

0,7

0,63

0,65

0,67

0,69

0,71

0,74

0,76

0,79

0,82

0,85

0,89

0,8

0,66

0,67

0,69

0,71

0,74

0,76

0,79

0,82

0,86

0,89

0,92

0,9

0,68

0,70

0,72

0,74

0,76

0,79

0,82

0,85

0,89

0,92

0,96

1,0

0,70

0,72

0,74

0,76

0,79

0,82

0,85

0,89

0,92

0,96

1,00

Tabla 3

y=0,0

7N

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,0

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,1

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,2

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,3

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,4

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

s 10,5

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,6

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,7

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,8

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,9

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,0

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

Tabla 4

18



A

y=05

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,0

60,10

54,38

49,27

45,02

41,54

38,75

36,48

34,64

33,07

31,82

30,72

0,1

56,09

51,04

46,37

42,38

39,13

36,48

34,34

32,55

31,09

29,87

28,79

0,2

52,12

47,53

43,29

39,63

36,60

34,23

32,15

30,48

29,06

27,89

26,84

0,3

48,30

44,15

40,26

36,91

34,11

31,82

29,93

28,36

27,05

25,92

24,96

0,4

44,68

40,96

37,39

34,34

31,76

29,66

27,84

26,38

25,11

24,07

23,15

g 10,5

41,54

38,07

34,81

31,99

29,60

27,57

25,92

24,52

23,34

22,34

21,45

0,6

38,75

35,47

32,44

29,82

27,57

25,72

24,12

22,82

21,69

20,77

19,91

0,7

36,30

33,24

30,37

27,89

25,77

24,02

22,53

21,27

20,22

19,29

18,51

0,8

34,23

31,25

28,52

26,17

24,17

22,48

21,08

19,91

18,90

18,00

17,24

0,9

32,32

29,49

26,89

24,66

22,77

21,13

19,78

18,64

17,66

16,83

16,10

1,0

30,72

27,94

25,46

23,29

21,45

19,91

18,64

17,53

16,59

15,78

15,07

Tabla 5

y=05

*

A

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

s

0,0

0,45

0,48

0,52

0,56

0,59

0,62

0,65

0,68

0,70

0,72

0,74

0,1

0,47

0,50

0,54

0,57

0,61

0,64

0,67

0,69

0,72

0,74

0,76

0,2

0,50

0,53

0,56

0,59

0,63

0,66

0,69

0,71

0,74

0,76

0,79

0,3

0,52

0,55

0,58

0,62

0,65

0,68

0,71

0,74

0,76

0,79

0,81

0,4

0,54

0,57

0,60

0,64

0,67

0,70

0,73

0,76

0,79

0,81

0,84

0,5

0,56

0,59

0,63

0,66

0,69

0,72

0,75

0,78

0,81

0,84

0,86

0,6

0,58

0,62

0,65

0,68

0,72

0,75

0,78

0,81

0,84

0,86

0,89

0,7

0,60

0,64

0,67

0,71

0,74

0,77

0,80

0,83

0,86

0,89

0,92

0,8

0,62

0,66

0,69

0,73

0,76

0,80

0,83

0,86

0,89

0,92

0,95

0,9

0,64

0,67

0,71

0,75

0,79

0,82

0,85

0,89

0,91

0,94

0,97

1,0

0,66

0,69

0,73

0,77

0,81

0,85

0,88

0,91

0,94

0,97

1,00

Tabla 6

y=05

7N

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

s

0,0

1,23

1,29

1,35

1,41

1,46

1,51

1,56

1,60

1,64

1,68

1,71

0,1

1,27

1,31

1,37

1,42

1,46

1,51

1,55

1,59

1,62

1,66

1,69

0,2

1,30

1,34

1,38

1,42

1,46

1,50

1,53

1,57

1,61

1,64

1,68

0,3

1,32

1,35

1,38

1,42

1,45

1,49

1,52

1,55

1,59

1,62

1,66

0,4

1,33

1,36

1,39

1,42

1,45

1,48

1,51

1,54

1,57

1,60

1,64

0,5

1,33

1,36

1,38

1,41

1,44

1,47

1,49

1,52

1,55

1,58

1,62

0,6

1,34

1,36

1,38

1,41

1,43

1,46

1,48

1,51

1,53

1,56

1,60

0,7

1,34

1,36

1,38

1,40

1,43

1,45

1,47

1,50

1,52

1,55

1,58

0,8

1,34

1,36

1,38

1,40

1,42

1,45

1,47

1,49

1,51

1,53

1,56

0,9

1,34

1,36

1,38

1,40

1,42

1,44

1,46

1,48

1,50

1,52

1,55

1,0

1,34

1,36

1,38

1,40

1,42

1,44

1,46

1,48

1,50

1,51

1,53

Tabla 7

19



y =10

Un

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,0

82,42

70,81

62,50

56,80

52,67

49,67

47,45

45,68

44,21

43,02

42,11

0,1

75,77

65,86

58,31

52,96

49,11

46,35

44,21

42,50

41,08

39,94

39,06

0,2

69,81

60,93

54,13

49,11

45,54

43,02

40,95

39,31

38,07

36,97

36,13

0,3

64,25

56,35

50,09

45,54

42,24

39,81

37,95

36,37

35,18

34,24

33,43

0,4

59,39

52,09

46,49

42,24

39,19

36,97

35,18

33,77

32,63

31,61

30,83

Yl

0,5

55,31

48,55

43,28

39,44

36,49

34,36

32,63

31,39

30,28

29,41

28,66

0,6

51,80

45,41

40,45

36,85

34,12

32,06

30,50

29,19

28,23

27,39

26,67

0,7

48,69

42,76

38,07

34,59

32,06

30,06

28,55

27,39

26,36

25,55

24,85

0,8

46,22

40,45

35,89

32,63

30,17

28,34

26,88

25,75

24,85

24,06

23,39

0,9

43,94

38,44

34,12

30,94

28,55

26,77

25,45

24,26

23,39

22,62

21,97

1,0

42,11

36,61

32,51

29,41

27,19

25,45

24,06

23,00

22,15

21,41

20,79

Tabla 8

y =10

*

Ma

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

s

0,0

0,41

0,46

0,51

0,55

0,59

0,63

0,66

0,69

0,72

0,74

0,77

0,1

0,44

0,49

0,53

0,57

0,61

0,65

0,68

0,71

0,74

0,77

0,79

0,2

0,46

0,51

0,56

0,60

0,64

0,67

0,70

0,73

0,76

0,79

0,82

0,3

0,49

0,54

0,58

0,62

0,66

0,69

0,72

0,75

0,78

0,81

0,84

0,4

0,51

0,56

0,61

0,65

0,69

0,72

0,75

0,78

0,81

0,84

0,87

0,5

0,54

0,58

0,63

0,67

0,71

0,74

0,77

0,80

0,83

0,86

0,89

0,6

0,56

0,61

0,65

0,70

0,74

0,77

0,80

0,83

0,85

0,88

0,91

0,7

0,58

0,63

0,68

0,72

0,76

0,79

0,82

0,85

0,88

0,90

0,94

0,8

0,59

0,65

0,70

0,74

0,78

0,82

0,85

0,88

0,90

0,93

0,96

0,9

0,61

0,66

0,72

0,77

0,81

0,84

0,87

0,90

0,93

0,95

0,98

1,0

0,62

0,68

0,74

0,79

0,83

0,87

0,90

0,93

0,96

0,98

1,00

Tabla 9

y =10

M

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

s

0,0

1,43

1,53

1,64

1,75

1,86

1,97

2,08

2,20

2,31

2,42

2,52

0,1

1,48

1,58

1,67

1,77

1,87

1,96

2,06

2,16

2,27

2,37

2,48

0,2

1,53

1,61

1,70

1,79

1,87

1,95

2,04

2,13

2,22

2,33

2,44

0,3

1,56

1,64

1,72

1,80

1,87

1,94

2,02

2,09

2,18

2,28

2,39

0,4

1,59

1,66

1,73

1,80

1,87

1,93

2,00

2,06

2,14

2,23

2,35

0,5

1,61

1,68

1,74

1,81

1,87

1,92

1,98

2,04

2,11

2,19

2,30

0,6

1,62

1,69

1,75

1,81

1,87

1,92

1,97

2,02

2,08

2,15

2,26

0,7

1,64

1,70

1,76

1,82

1,87

1,92

1,96

2,01

2,06

2,12

2,22

0,8

1,65

1,71

1,77

1,83

1,88

1,93

1,97

2,00

2,04

2,09

2,18

0,9

1,66

1,72

1,78

1,84

1,89

1,94

1,97

2,01

2,04

2,08

2,14

1,0

1,67

1,73

1,80

1,86

1,91

1,95

1,99

2,02

2,05

2,08

2,11

Tabla 10
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Un

y=151"00

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,0]106,36

86,77 | 75,47

68,87

64,48

61,40

59,31

57,49

56,14

55,25

54,30

0,1] 96,21

79,95 | 69,87

63,53

59,54

56,59

54,59

53,05

51,76

50,69

49,84

0,2] 88,17

73,67 | 64,48

58,63

54,81

52,19

50,27

48,80

47,55

46,73

45,92

0,3 80,75

67,64 | 59,31

54,14

50,69

48,17

46,33

44,92

43,73

42,94

42,17

0,4] 74,69

62,81 | 55,03

50,27

46,94

44,52

42,94

41,59

40,44

39,69

38,94

s

0,5] 69,62

58,40 51,33

46,73

43,73

41,59

39,88

38,57

37,65

36,92

36,20

0,6 | 65,45

54,81 48,17

43,92

41,01

38,94

37,29

36,20

35,14

34,43

33,74

0,7| 61,87

51,76 | 45,52

41,39

38,57

36,56

35,14

33,91

33,05

32,37

31,70

0,8] 58,86

49,21 | 43,14

39,31

36,56

34,61

33,22

32,20

31,20

30,54

29,88

0,9 56,36

47,14]41,20

37,29

34,79

32,88

31,53

30,54

29,56

28,92

28,44

1,0] 54,30

45,12 39,50

35,67

33,22

31,53

30,05

29,08

28,28

27,50

27,01

Tabla 11

*

Ma

y=15

0,0

0,1]02103

0,4

0,5

0,6 | 0,7

0,8 109

1,0

0,0

0,39

0,45]0,50 | 0,55

0,59

0,62

0,66 0,69

0,73/0,76

0,79

0,1

0,42

0,48/0,53 0,58

0,61

0,65

0,68/0,71

0,75]0,78

0,81

0,2

0,44

0,50 0,56 | 0,60

0,64

0,67

0,71/0,74

0,77/0,80

0,84

0,3

0,47

0,53/0,59 0,63

0,67

0,70

0,73/0,76

0,79/ 0,83

0,86

0,4

0,49

0,56 0,61 0,66

0,70

0,73

0,76 0,79

0,82/ 0,85

0,89

75 10,5

0,52

0,58 10,64 | 0,69

0,72

0,76

0,78/ 0,81

0,84]0,87

0,91

0,6

0,54

0,61]0,66 | 0,71

0,75

0,78

0,81]0,84

0,86 0,89

0,93

0,7

0,55

0,6310,69 0,74

0,78

0,81

0,84]0,86

0,89/ 0,91

0,95

0,8

0,57

0,650,710,76

0,80

0,84

0,86]0,89

0,91/ 0,93

0,97

0,9

0,59

0,66 0,73 0,79

0,83

0,86

0,89]0,91

0,94]0,96

0,98

1,0

0,60

0,68/0,750,81

0,85

0,89

0,92 0,94

0,96 0,99

1,00

Tabla 12

M

y=15

0,0

0,110,203

0,4

0,5

0,6 | 0,7

0,8 109

1,0

0,0

1,62

1,78 11,94 2,09

2,25

2,42

2,60 (2,80

3,00 | 3,22

3,44

0,1

1,69

1,84/1,99 2,13

2,27

2,42

2,57(2,74

2,93/3,13

3,35

0,2

1,75

1,892,03 2,16

2,29

2,41

2,54 (2,69

2,853,05

3,27

0,3

1,80

1,942,07 2,19

2,29

2,40

2,52 (2,64

2,79]2,97

3,19

0,4

1,84

1,972,10 2,21

2,31

2,40

2,50 (2,60

2,73]2,89

3,11

g 10,5

1,87

2,01(2,13(2,23

2,32

2,40

2,49(2,58

2,68/2,83

3,04

0,6

1,90

2,04 |2,15|2,25

2,34

2,41

2,49(2,56

2,652,77

2,96

0,7

1,93

2,062,18(2,28

2,36

2,43

2,50 2,56

2,63 (2,72

2,90

0,8

1,95

2,09(2,21(2,31

2,39

2,46

2,512,57

2,622,69

2,84

0,9

1,97

2,112,2412,34

2,42

2,49

2,542,59

2,642,68

2,79

1,0

1,99

2,14|2,26 2,37

2,45

2,52

2,582,63

2,672,71

2,74

Tabla 13
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y=2,0

*

UN

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,0

131,84

102,20

88,61

81,28

77,04

73,93

71,90

70,22

68,90

67,91

67,26

0,1

118,07

93,54

81,28

74,62

70,56

67,59

65,64

64,04

63,09

62,15

61,22

0,2

107,09

85,64

74,62

68,24

64,68

61,84

59,98

58,76

57,55

56,65

56,06

0,3

97,83

78,79

68,57

62,78

59,37

56,95

55,17

54,00

52,84

51,98

51,41

0,4

90,49

72,91

63,73

58,15

54,88

52,84

51,13

49,72

48,89

48,06

47,51

s 10,5

84,54

68,24

59,37

54,29

51,41

49,16

47,51

46,43

45,36

44,82

44,03

0,6

79,85

64,04

55,76

51,13

48,06

46,16

44,56

43,51

42,73

41,96

41,45

0,7

75,65

60,91

52,84

48,33

45,62

43,51

42,22

40,94

40,19

39,44

38,95

0,8

72,23

58,15

50,56

46,16

43,25

41,45

39,94

38,95

38,21

37,48

37,00

0,9

69,56

55,76

48,33

44,03

41,45

39,44

38,21

37,00

36,28

35,81

35,11

1,0

67,26

53,71

46,43

42,22

39,69

37,97

36,52

35,57

34,87

34,18

33,71

Tabla 14

y =20

M

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,0

0,37

0,44

0,50

0,54

0,58

0,62

0,65

0,69

0,73

0,77

0,81

0,1

0,40

0,47

0,53

0,58

0,61

0,65

0,68

0,72

0,75

0,79

0,83

0,2

0,43

0,50

0,56

0,61

0,64

0,68

0,71

0,74

0,77

0,81

0,86

0,3

0,45

0,53

0,59

0,64

0,68

0,71

0,74

0,76

0,80

0,84

0,88

0,4

0,48

0,56

0,62

0,67

0,71

0,73

0,76

0,79

0,82

0,86

0,90

0,50

0,58

0,65

0,70

0,73

0,77

0,79

0,82

0,85

0,88

0,92

0,6

0,52

0,61

0,68

0,73

0,77

0,79

0,82

0,84

0,87

0,90

0,94

0,7

0,54

0,63

0,70

0,75

0,79

0,82

0,85

0,87

0,89

0,92

0,96

0,8

0,55

0,65

0,72

0,78

0,82

0,85

0,88

0,90

0,92

0,94

0,97

0,9

0,57

0,67

0,75

0,81

0,85

0,88

0,90

0,93

0,94

0,96

0,99

1,0

0,58

0,69

0,77

0,83

0,87

0,91

0,93

0,96

0,97

0,99

1,00

Tabla 15

y =20

7N

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,0

1,79

2,04

2,25

2,44

2,64

2,86

3,11

3,40

3,72

4,07

4,43

0,1

1,88

2,12

2,32

2,50

2,68

2,87

3,08

3,32

3,61

3,93

4,30

0,2

1,96

2,19

2,39

2,56

2,71

2,88

3,05

3,25

3,50

3,80

4,17

0,3

2,03

2,26

2,45

2,61

2,74

2,88

3,03

3,20

3,41

3,68

4,04

0,4

2,09

2,31

2,50

2,65

2,78

2,89

3,02

3,16

3,34

3,57

3,93

s 10,5

2,14

2,36

2,55

2,70

2,81

2,92

3,03

3,14

3,28

3,48

3,81

0,6

2,18

2,41

2,60

2,74

2,85

2,95

3,04

3,14

3,25

3,41

3,72

0,7

2,22

2,46

2,65

2,79

2,90

2,99

3,07

3,15

3,24

3,36

3,63

0,8

2,25

2,50

2,69

2,84

2,95

3,04

3,11

3,18

3,24

3,33

3,55

0,9

2,31

2,54

2,74

2,89

3,00

3,10

3,16

3,23

3,28

3,33

3,41

1,0

2,31

2,58

2,79

2,95

3,06

3,15

3,23

3,29

3,34

3,38

3,41

Tabla 16

22



3.2. ESTRUCTURAS TRASLACIONALES (TIPO I-B Y II-B)




ESTRUCTURA TIPO I-B.1

24



ESTRUCTURA TIPO I-B.2

25
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ot
2y

ESTRUCTURA TIPO II-B (General)

.

a

L

j +[ijj+zybjirsj[(|aj +(|aj} Op
c3 4 L b3 L b4

27



Yo | Zuii | Zui T Lt | Znii
0,0 | 4,00 200 | 4,00
01| 4,62 220 | 4,20
02| 527 240 | 4,39
03 | 595 2,61 4,58
0,4 | 6,67 2,81 4,76
05| 7,42 3,02 4,95
0,6 | 820 3,22 5,12
0,7 | 9,01 3,43 5,30
0,8 | 9,86 3,64 | 547
0,9 | 10,73 3,85 5,65
1,0 | 11,64 4,07 5,82
1,1 | 12,57 4,28 5,98
1,2 | 13,53 4,49 6,15
13 14,53 | 471 6,31
141555 4,92 6,48
151660 5,14 6,64
16| 17,68| 536 6,80
1,7|1879| 5,58 6,96
181993| 5,80 7,12
1921,00| 6,02 7,27
202230 6,24 7,43
Tabla 17
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/|

el 4
=

ESTRUCTURA TIPO 1I-B.1
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ESTRUCTURA TIPO 1I-B.2

30



ESTRUCTURA TIPO 1I-B.3

L

ORI

31



y=0,0

*

A

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

s

0,0

9,87

9,36

8,76

8,12

7,40

6,60

5,81

4,97

4,12

3,28

2,47

0,1

9,36

8,88

8,29

7,67

7,02

6,30

5,52

4,75

3,92

3,13

2,34

0,2

8,76

8,29

7,84

7,24

6,66

5,95

5,24

4,49

3,72

2,96

2,19

0,3

8,12

7,73

7,24

6,76

6,20

5,57

4,88

4,20

3,50

2,76

2,02

0,4

7,40

7,02

6,66

6,20

5,66

5,11

4,54

3,88

3,20

2,53

1,82

0,5

6,60

6,30

5,95

5,57

511

4,62

4,08

3,50

2,89

2,25

1,59

0,6

5,81

5,52

5,24

4,88

4,54

4,08

3,61

3,10

2,53

1,96

1,35

0,7

4,97

4,75

4,49

4,20

3,88

3,50

3,10

2,62

2,13

1,61

1,06

0,8

4,12

3,92

3,72

3,50

3,20

2,89

2,53

2,13

1,72

1,23

0,74

0,9

3,28

3,13

2,96

2,76

2,53

2,25

1,96

1,61

1,23

0,83

0,38

1,0

2,47

2,34

2,19

2,02

1,82

1,59

1,35

1,06

0,74

0,38

0,00

Tabla 18

y=0,0

M

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,0

1,00

1,03

1,06

1,10

1,15

1,22

1,30

1,41

1,55

1,74

2,00

0,1

1,03

1,05

1,09

1,13

1,19

1,25

1,34

1,44

1,59

1,77

2,05

0,2

1,06

1,09

1,12

1,17

1,22

1,29

1,37

1,48

1,63

1,83

2,12

0,3

1,10

1,13

1,17

1,21

1,26

1,33

1,42

1,53

1,68

1,89

2,21

0,4

1,15

1,19

1,22

1,26

1,32

1,39

1,47

1,59

1,76

1,98

2,33

0,5

1,22

1,25

1,29

1,33

1,39

1,46

1,56

1,68

1,85

2,09

2,49

0,6

1,30

1,34

1,37

1,42

1,47

1,56

1,65

1,78

1,98

2,24

2,71

0,7

1,41

1,44

1,48

1,53

1,59

1,68

1,78

1,94

2,15

2,47

3,05

0,8

1,55

1,59

1,63

1,68

1,76

1,85

1,98

2,15

2,40

2,83

3,65

0,9

1,74

1,77

1,83

1,89

1,98

2,09

2,24

2,47

2,83

3,45

5,07

1,0

2,00

2,05

2,12

2,21

2,33

2,49

2,71

3,05

3,65

5,07

Tabla 19

y=0,0

7N

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

s

0,0

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,1

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,2

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,3

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,4

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,5

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,6

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,7

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,8

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

0,9

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,0

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

1,00

Tabla 20
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y=0,5

Un

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

Yl

0,0

15,07

13,64

12,14

10,69

9,27

7,96

6,80

5,73

4,77

3,92(3,17

0,1

14,09

12,81

11,45

10,08

8,77

7,54

6,44

5,42

4,49

3,67/2,95

0,2

13,06

11,90

10,66

9,43

8,21

7,09

6,02

5,06

4,20

3,41(2,70

0,3

11,97

10,92

9,83

8,71

7,63

6,57

5,59

4,69

3,87

3,112,43

0,4

10,82

9,92

8,94

7,96

6,98

6,02

5,10

4,27

3,50

2,79]2,15

0,5

9,64

8,88

8,04

7,16

6,31

5,42

4,60

3,83

3,11

2,45(1,84

0,6

8,50

7,85

7,11

6,36

5,59

4,81

4,06

3,36

2,69

2,08 1,50

0,7

7,41

6,82

6,19

5,54

4,86

4,16

3,50

2,85

2,25

1,69 1,15

0,8

6,34

5,85

5,28

4,71

4,12

3,52

2,92

2,34

1,79

1,270,79

0,9

5,35

4,90

4,43

3,92

3,39

2,87

2,34

1,82

1,32

0,85/0,39

1,0

4,41

4,02

3,60

3,16

2,69

2,22

1,75

1,29

0,85

0,41 0,00

Tabla 21

y=05

*

A

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

s

0,0

1,00

1,05

1,10

1,17

1,24

1,33

1,42

1,53

1,65

1,78

1,77

0,1

1,05

1,07

1,13

1,21

1,29

1,38

1,48

1,60

1,73

1,87

2,03

0,2

1,12

1,20
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