X.243.

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

RESUMEN TEORICO

1.- Definiciones.

Se llama ECUACION LINEAL O ECUACION DE PRIMER GRADO a una
expresion de la forma:

a1X1+82X2+-..+aan = k (1)
enla que a,, a,, ..., a,, llamados COEFICIENTES y k llamado TERMINO INDEPEN-
DIENTE, son en general nimeros reales 6 comglejos; Xq, Xy, ..., X, SON variables
que se suelen llamar INDETERMINADAS O INCOGNITAS.
Si K = 0, se dice que la ecuacién (1) es HOMOGENEA.

Se llama SOLUCION de la ecuacién (1) a un conjunto de nimeros, en general,
reales 6 complejos, ry, 1y, ..., 1, tales que:

aryt+ayr,+...+ar, =k

Diremos que dos ecuaciones son EQUIVALENTES cuando tienen la misma
solucidn.

Se llama SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES a un conjunto de m
ecuaciones lineales con n incognitas:
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Xy * o@pX, * .. .+ agx, = k)
Ay X+ o@ypX, * . . .+ ayX, = Kk,

(2)
QX * apX, + . . . o+ apx, = k,

Se llama SOLUCION DE UN SISTEMA de m ecuaciones con n incégnitas a
un conjunto de n ndmeros, en general reales 6 complejos, que satisfacen todas las
ecuaciones del sistema (2).

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales (s.e.l.) es HOMOGENEO
cuando todas sus ecuaciones son homogéneas.

RESOLVER un sistema de ecuaciones lineales es hallar todas sus soluciones.

Los coeficientes de las incégnitas del sistema (2) ordenados en filas y
columnas, tal como figuran en las ecuaciones del sistema, constituyen una matriz
que llamamos MATRIZ DEL SISTEMA 6 MATRIZ DE LOS COEFICIENTES, si a esta
matriz se le agrega la columna formada por los términos independientes, que
figuran en los segundos miembros de las ecuaciones, se obtiene otra matriz que
llamaremos MATRIZ AMPLIADA.

Los sistemas de ecuaciones los podemos clasificar, segin sus posibles
soluciones, en:

) [ Determinados
Compatibles

S. Ecuaciones Indeterminados

Incompatibles

Se dice que un sistema es COMPATIBLE cuando posee una o varias
soluciones.

Se dice que un sistema compatible es DETERMINADO si posee una uUnica
solucion.

Se dice que un sistema compatible es INDETERMINADO cuando tiene mas
de una solucion.

Cuando un sistema no tiene ninguna solucion se dice que es INCOMPATIBLE.
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2.- Sistemas equivalentes.

Dos sistemas de ecuaciones se llaman EQUIVALENTES cuando cualquier
solucion del primero lo es también del segundo y viceversa.

Teorema fundamental de equivalencia en sistemas de ecuaciones lineales:

Si en un sistema de ecuaciones lineales se sustituye la ecuacién i-ésima por
una combinacion lineal de la ecuacion i-ésima y de las restantes (siempre que el

coeficiente por el que se multiplique la ecuacién i-ésima sea distinto de cero) se
obtiene otro sistema equivalente al primero.

Como corolario, si en un sistema de ecuaciones lineales la ecuacion i-ésima
es combinacién lineal de las otras, podemos suprimirla y el sisterna que asi se
obtiene es equivalente al primero.

3.- Expresion matricial de un sistema de ecuaciones lineales.

Dado un sistema de m ecuaciones y n incognitas:

dy;X) * apX, v. . . o+ aXx, = k;
Xy * @ppX, * . . . F Ay X, = K,
QX * @pX, + . . .+ apx, =k,

se puede transformar a la forma matricial como 4.x = x , es decir:

25 ky
CIECS 4in| | X, k,
dr1 Q22 + ¢+ + @ .
Ang Az + + - Apy) | - .
Xn km

4.- Regla de Cramer.

Es un método de resolucion de sistema de ecuaciones lineales.

Si un sistema de n ecuaciones con n incégnitas es tal que el determinante de
la matriz de los coeficientes es distinto de cero, matriz regular, el sistema es
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compatible y determinado y cada una de sus incégnitas es igual al cociente de dos
determinantes, siendo el numerador el resultado de sustituir en el determinante de
la matriz de los coeficientes Ia columna de los coeficientes de la incdgnita en
cuestion por la columna de los términos independientes, y el denominador el
determinante de la matriz de los coeficientes o matriz del sistema.

e - 1 5
Asi pues: A.X=K; X=A"1 k= Adj(A) K
b Ta1 7 (A4)
Q1 .. 3954 Kk @14y e @y,
a ve.oas . koa.. .. oa
Xi — ni nl—llAnl ni+l nn | 1:1, , N

5.- Método de Gauss.

El método de Gauss es una técnica de resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales, consiste en sustituir el sistema por otro equivalente, asi tras sucesivas
transformaciones se llega a un sistema escalonado.

En la practica es uno de los métodos mas usados. Las operaciones
fundamentales efectuadas sobre el sistema son:

- Intercambio de ecuaciones.
- Multiplicaciéon de una ecuacién por un ndmero.
- Adicién a una ecuacién de una combinacién lineal de otras.

Dado el sistema:

A1 Xy o apX, .. .+ a,x, = ky
Xy * @pX, t . . L+ a,x, = Kk,
AmiXy + pX, + . . L+ Xy = K,

podemos transformarlo mediante las operaciones anteriores en un sistema
equivalente:
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d11X; + dpX, * toadppX, Ky
/ / /
ooy * + dxnx, = Kk
(r)
aldx+ . . o+ allx, = kP
0.x, = Kk

Ahora:
Si K # 0, el sistema es incompatible.
Si k = 0, el sistema es compatible y entonces tenemos dos casos:

1) s = n, entonces la Ultima ecuacién quedaréd a,,"'x,, = k'; una
vez resuelta esta ecuacion, sustituimos el valor de x,, en la anterior y obtenemos
X,1, Y asi sucesivamente hasta x,. Asi pues, el sistema es compatible y deter-
minado.

2) s < n; entonces si pasamos al segundo miembro los términos
correspondientes a las incognitas x_,,, ... , X, obtenemos un sistema de ecuaciones
en el que las incognitas x,, ..., X, vienen expresadas en funcion de las incognitas
X X, , es decir, que tenemos un sistema compatible e indeterminado.

s+ 17 **r n’

Una variante del método de Gauss es el método de Gauss-Jordan, que
consiste en hacer ceros todos los coeficientes del sistema excepto los de la
diagonal que se hacen 1.

6.- Teorema de Rouché-Frobenius.

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas como el
adelantado en el epigrafe 1, (2), consideremos las matrices:

Ay dyp - - - dyp ayy dyy a,, k

a,, a . . . a a,, a .. .oa, k

21 “22 2n 21 “22 2n 2
A = A* =

aml amZ * ' * amn aml amz " * * amn km

Donde A es la matriz de los coeficientes y A" es la matriz ampliada con la
columna de los términos independientes.
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Teorema: "La condicién necesaria y suficiente para que un sistema de m
ecuaciones lineales con n incégnitas sea compatible, es que el rango de la matriz
de los coeficientes sea igual al rango de la matriz de los coeficientes ampliada con
la columna de los términos independientes."

Luego:

Sirang(A) # rang(A’), el sistema es incompatible.

Si rang(A) = rang(A’), el sistema es compatible:

Si rang(A) = numero de incognitas, el sistema es
compatible determinado.

Si rango(A) < numero de incégnitas, el sistema es
compatible indeterminado.

/.- Sistemas homogéneos.

Sea el sistema de m ecuaciones con n incdgnitas de la forma:

11Xy * A, v . L L+ a;px, =0
QuXy F @X, v . . .+ a,x, =0
n1X1 F App¥y v . . .+ apx, =0

que es un sistema homogéneo. Si aplicamos el teorema de Rouché Frobenius:

Q11 Gy Q1n Q1 & -0+ 3, 0

y1 8y « . . A, 831 8 « .« . a,, 0
rang = rang

Qpy 8z + + .« Apy Qp; Qpz + -+« Ay O

podemos afirmar que los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos siempre son
compatibles, lo que es cierto puesto que poseen siempre la solucion trivial que es
la (0,0,...,0).

Aplicando el teorema de Rouché podemos saber si el sistema tiene soluciones
distintas de la trivial; asf:

Si rango(A) = n = numero de incognitas, el sistema es compatible y
determinado y su solucion es Ia trivial.
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Si rango(A) < n = ndmero de incognitas, el sistema es compatible
indeterminado.

Por dltimo, podemos afirmar que, para que un sistema homogéneo de n

ecuaciones con n incognitas admita soluciones distintas de la trivial es necesario
que el determinante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

- RESUMEN -

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas, donde hemos
ordenado las ecuaciones de tal modo que, queden en la misma columna todos los
coeficientes de cada una de las incégnitas y los términos independientes en el
segundo miembro; se calculan los rangos de la matriz de los coeficientes (A) y de
la matriz de los coeficientes ampliada con los términos independientes (A’) y
entonces:

Sea rango(A) = r y rango(A’) = r”:
Sir # r’ = Sistema incompatible.
Sir = r’ = Sistema compatible:

r = n = Sistema compatible determinado.
r < n = Sistema compatible indeterminado.
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TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS.

ENUNCIADO:

La condicidn necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas sea

compatible, es que el rango de la matriz de los coeficientes sea igual al rango de dicha matriz ampliada con
la columna de los términos independientes.

DEMOSTRACION:

Dado el sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas

ayXy *oapx, ¢ toax, =k
AyXp *+ GpXy + Gy = Ky
(*)
amlxl + am2x2 + + amn n km
Consideremos las siguientes matrices:
a; 4y a, a, 4y a,, k
Gy Ay a, . Gy Gy a,, k,
A = y A =]

aml amZ amn amI am2 amn km

que son la matriz de los coeficientes (A) y la matriz ampliada (A" (que se obtiene al anadir la columna de los
términos independientes a la matriz A) respectivamente.

Demostremos el teorema, para ello pongdmoslo en lenguaje formal. Considerando las anteriores
matrices, el enunciado formal del teorema podria ser:

El sistema (*) es compatible < rango(A) = rango (A")

o lo que es lo mismo,
La condicién necesaria y suficiente para que el sistema (*) sea compatible es que rango(A) = rango(A”")

a) Demostremos la condicién suficiente; Si rango (A) = rango (A®) = el sistema (*) es compatible.

Si rango(A) = rango(A") = h. Entonces existe al menos un menor de orden h, de la matriz A,

a, 4y

a, a
e 21 922
distinto de cero:

Ay Gy

a4,

Aop

# 0, luego las filas restantes h+1, h+2, ..., m son combinacién lineal de

Ay

las anteriores, y, por tanto, el sistema dado es equivalente al sistema:

que podemos escribir, pasando las incégnitas x,, |,

QX *oapx, + toapX, * toax, =k
Xyt aypX, + toAyX, * voayx, =
QX * ax, + toauX, tax, =k,

..., X, al segundo miembro como:



ayx; +apk, + o.ovapx, = kpo-oa o x, - - oax,
Xy + ApX, + o+ ayXxy = k-4 X, - - ayX,
Gyt Gy ¢ ey, = k- X - L - g,

siendo éste un sistema de h ecuaciones con h incégnitas (las del primer miembro) y tal que el determinante de
la matriz de los coeficientes (que es el menor distinto de cero de orden h, antes mencionado) es distinto de cero,
luego es un sistema de Cramer que siempre es compatible (c.q.d.).

OBSERVACION: Podemos ahora aplicar la regla de Cramer y obtener asi la solucién del sistema,
solucién en la que se calculan las h incégnitas X, X,, ..., X, en funcién de las n-h restantes: el sistema serd
determinado si h=n e indeterminado si h<n. De esta forma se obtiene, con este teorema, la solucién o
soluciones de un sistema compatible.

b) Demostremos la condici6n necesaria: Si el sistema (*) es compatible = rango(A) = rango(A°)

Para ello, escribamos el sistema (*) en la siguiente forma:

St a4 4, ky
DG an %20 ky
29 27) ad o B X =
aml amZ anm km
Si este sistema tiene solucion (es compatible) es que existen nimeros X, X, ..., X, que verifican la
igualdad anterior, que nos expresa entonces que el vector
ky ay %) A4
k, a ay 9n
es combinacidn lineal de los vectores: , ' y ey " |, luego la dltima columna
km amI amZ amn

de A" es combinacién lineal de las anteriores y por tanto rango(A) = rango(A°) (c.q.d.)

0

OBSERVACION FINAL: Como ya se habr observado, este teorema nos permite detectar con qué tipo de
sistema de ecuaciones lineales se corresponde un sistema dado, asi:

- Si h=n = S.C.D.

- Si rango(A) = rango(A*) = Sistema compatible {  Sih<n = SCI

- Si rango(A) # rango(A*) = Sistema incompatible



DEPARTAMENTO DE MATEMA’.TICAS Fundamentos

CAPITULO 3: SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.-
RESUMEN

(Pasos recomendables para la reselucion

de sistemas de ecuaciones lineales)

I.- Se ordenan todas las ecuaciones de tal modo que queden en la misma
columna todos los coeficientes de cada una de las incdgnitas y los términos
independientes en el segundo miembro.

II.- Se calculan los rangos de la matriz de los coeficientes (A) y de la matriz
ampliada con los términos independientes (A").

Sea Rango(A)=r ; Rango(A")=r" ; m=n° de ecuaciones; n=n° de incognitas.

Entonces:
Sir #r —> S.L.
Sir =r —> S.C.
Ademas sir =1r <n —> S.C.L.
r=n —> S.C.D.

sir

II1.- En los casos compatibles se calculan aquellas incégnitas cuyos coeficientes
forman parte del menor que nos indicé que el rango era r; si hay varios
menores de orden r distintos de cero, elegimos cualquiera de ellos; esta forma
de proceder es valida también para seleccionar las ecuaciones a utilizar para
resolver el sistema.

IV.- Una vez seleccionadas las incégnitas y las ecuaciones, se pasan al segundo
miembro los términos en los que figuran las incégnitas restantes (si las hay) y
se resuelve el sistema aplicando la regla de Cramer o los métodos de Gauss o
Gauss-Jordan.




