Capitulo 5. Aplicaciones lineales entre espacios vectoriales

CAPITULO 5

APLICACIONES LINEALES ENTRE ESPACIOS
VECTORIALES

5.1.- Concepto de aplicacién lineal.

5.2.- Clasificacidon de aplicaciones lineales.

5.3.- Propiedades de las aplicaciones lineales.

5.4.- Imagen de una aplicacion lineal.

5.5.- Nucleo de una aplicacion lineal.

5.6.- Expresion analitica de una aplicacion lineal.
5.7.- Suma de aplicaciones lineales.

5.8.- Producto de una aplicacion lineal por un escalar.

5.9.- Producto de aplicaciones lineales.

Ademas de los objetivos generales y competencias que pretendemos que el
alumno/a alcance con esta asignatura, los objetivos especificos correspondientes a
este capitulo son:

- Comprender el concepto de aplicacion lineal.

- Clasificar cualquier aplicacion lineal.

- Calcular la imagen de una aplicacién lineal, una base y su dimension.

- Calcular el nacleo de una aplicacion lineal, una base y su dimension.

- Operar con aplicaciones lineales.

- Determinar las ecuaciones de una aplicacion lineal cuando se cambian las
bases inicialmente usadas en su definicidn.

- Calcular la matriz asociada a una aplicacién lineal tras cambiar de base.

- Conocer la relacion Agc=Q'cc Asc Pgs, notando que Agc y Asc son
matrices equivalentes.
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EJERCICIOS

1.- ¢ Es f(X1,X2,X3) = (X1+X2,X2,X2+X3) una aplicacion lineal de RienR3?

2.- Razonar cuales de las siguientes aplicaciones entre los R-espacios vectoriales
considerados, son lineales y estudiar para las que lo sean su inyectividad o
suprayectividad.

1) f:R®R——>R®  f(x,y) = (x+Y,0,2y)

2)f:R®*——>R®  f(x,y,2) = (xz,—y,—22)

3)f:R®——>R  f(xy,2) = xyz
3.- Sea Rj[x] el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual que
tres. Estudiar si las siguientes aplicaciones son lineales. Para las que lo sean
analizar su inyectividad o sobreyectividad.

a) f: Rs[x] —> Ra[x], f(P(x)) = P'(x) donde P'(x) designa el polinomio derivada

de P(x)

b) g: Rs[x] —> R3[x], g(P(x)) = P(x) + xP'(x)

c) h: Ra[x] —> Rs[x], h(P(x)) = X*P"(x) + 3P'(x) — P(x)

4.- ; Existe una aplicacion lineal f: R® —> R? tal que (1,0,0) = (1,1), f(1,1,0)
=(1,0), f(1,1,1) = (1,-1) y f(-1,0,1) = (-1,-2) ? ¢, Es Unica ?

5.- Sean V, W dos C-espacios vectoriales. Sea f un homomorfismo de V en W
considerados como R-espacios vectoriales. Probar que f pertenece a los homomor-
fismos de V en W, considerados como C-espacios vectoriales si y solo si, f(iz) = if(2)
para todo z de V.

6.- Sea M3 el R-espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 3 con
elementos en R. Sea A una matriz de Ms. Demostrar que las siguientes aplicaciones
son endomorfismos de Ms:

f: M3 —> M3, f(X) = AX

g: Mz —> M3, g(X) = XA

7.- Sea M, el espacio vectorial sobre R de las matrices cuadradas de orden 2 con
elementos en R, consideremos las siguientes aplicaciones:

a b ka kb
f-'MzzMz;f([ j]z[ j
c d ke kd

a b ka 0
c d 0 kd

Demostrar que son endomorfismos. ¢, Son automorfismos?

8.- Sea E un espacio vectorial y f € End (E), tal que 2 — 3f + ide = 0 (endomorfismo
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nulo). Probar que f es un automorfismo.

9.- Sea V un k-espacio vectorial de dimensién 2 y {u 1, i 2} una base de V. Sean f,g
e End (V) tales que:

{f(ﬁz)_ZﬁJ'ﬁz { g(ii) =
SCiz) = v+ u> g(ii>) = -
Demostrar que f°g # g°f

10.- Clasificar las aplicaciones lineales siguientes:
a)f:R—> R, f(x) = 2x
b) g: R3 —> R3! g(X,y,Z) = (X,y,O)

11.- Clasificar la aplicacion lineal
f: R* —> R?, f(x,y,z,t) = (t-x,y-2)

12.- Clasificar la aplicacion lineal f: R* —> R® en la que:
f(ﬁ1)= 171 + 172+ \73

f(ﬁg)=2\71 - \72+3\73

f(ﬁ3)=-\71 +2\72

Siendo las respectivas bases B = {ii 1, tip, izt yB' ={v1, V2, V3}.

13.- Hallar las ecuaciones de la aplicacién lineal f definida entre los espacios
vectoriales V», una de cuyas bases es B = {ii 1, i 2} y V3, una de cuyas bases es B'
= {171, Vo, \73}, siendo:

f(X1 ﬁ1 + Xgﬁz) = X1'\71 + X2'\72 + X3'\73

f(ﬁ1) =2V1+ Vo- Vg, f(l]g) =5\71 + \72+4\73

14.- Hallar las ecuaciones de la aplicacién lineal f definida entre los espacios
vectoriales V, una de cuyas bases es B = {i+, u 2} y V', una de cuyas bases es B'
={v1, v 2}, siendo:

f(X1ﬁ1 + Xgﬁz) = X1'\71 + X2'\72

f(ﬁ1) = 5171 + 2172 ;f(ﬁg) = -4\71 + 7\72

15.- Hallar im(f) y N(f), siendo f la aplicacién lineal definida en el ejercicio anterior.

16.- Determinar una aplicacion lineal f: R* —> R?® tal que Ker f esté engendrado por
(-1,0,0,1) y (1,3,2,0) e Im f engendrada por (1,1,1) y (0,-2,1).

17.- Hallar una aplicacién f: R®* —> R® tal que:
1.- f es lineal
2.- f£1 ,0,0) es proporcional a (0,0,1)
3.-f=f
4-Kerf={(xy,z)e R®/x+z=0}
¢, Es f Gnica ?

18.- Determinar una aplicacion lineal f: R* —> R® cuya imagen esté engendrada por
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(2,0,1) y (-1,3,1).

19.- Consideremos la aplicacién f: R®* —> R® tal que: f(x,y,z) = (2x+Y,-z,0)
Se pide: a) Determinar Ker f y hallar una base de él.

b) Hallar el rango de f

c) ¢, Pertenece (6,-2,0) a Ker f ?

20.- Sea V un K-espacio vectorial de dimensidén 4,y sea B = {ii+, iio, 13, 14} UNQ
base suya y f el endomorfismo de V definido por:

f(b_i1) = Uo, f(l]g) =Uo+ Us, f(123) = U3+ Ua, f(b_i4) =Uq+ Uo. Hallar su nucleo y su
imagen. ¢, Es f un automorfismo ?

21.- Sea f: Rs[x] —> Rg3[x] la aplicacién lineal f(P(x)) = P'(x):
a) Hallar f'(3x?-1)

b) Determinar Ker f e Im f.

c) Obtener (Ker f) N (Im f)

22.- Sea E un espacio vectorial de dimension finita y f € End(E). Demostrar que Kerf
=ImfsiysolosidimE=2dm(mf) y f=0.

22'.- Sean V, W dos R-espacios vectoriales con dimV =3 ydim W =4; sea
B={vi, vo, va}yB' ={w1, wo, ws, w4} bases de Vy W respectivamente. Sea
f e Hom(V,W), determinado por:

f(\71) =21/T/1 - VT/2+ W3+ VT/4

f(\jz) = 17V2 - 2171/3 + 171/4

f(\73) = 41/7/1 - VT/Q + 3?\/4
Obtener:
a) Ecuaciones del homomorfismo, b) Determinar Ker f, c) Determinar Im f.

23.- Sean V y W dos R-espacios vectorialesy B = {ii 1, ii o, ii 3, 14, s},
B'={wi, wa, w3} bases respectivas de Vy W. Sea f e Hom (V,W) definidos por:
f(b_i1) = VT/1 + vT/2+2vT/3

a) Hallar las ecuaciones de f.
b) Determinar ker f.
c) Determinar Im f.

24.- Sean f: R®* —> R*, g: R®> —> R* definidas por f(x,y,z) = (X,-y,Z,x+y+2) y g(X.,y,Z)
= (-X,Y,22,-X-y+2). Se pide:
a) Hallar la expresion matricial del homomorfismo f+g respecto de las bases
canonicas.
b) Idem para 3f - 29.
c) Determinar Ker fy Ker g. ¢, Es Ker f + Ker g = Ker (f+g) ?

25.- Seafe End (R4) tal que f(b_i1) =1, f(ﬁg) =2uU1+ Uy, f(ﬁs) =3u 4
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f(iig) = i1+ tio+ tig+ 2ii4 siendo B = {ii 1, iio, i3, i 4 Una base de R*. Hallar una
base de Im f y completarla para obtener una base de R*.

26.- Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 3. Sea B = {u 1, u 2, 4 3} una base de
V. Consideremos los endomorfismos f de V tales que:
a) Unas ecuaciones de Ker f respecto de B son:
X1+ Xo 4+ X3 = 0
b) Unas ecuaciones de Im f respecto de B son:

X1+X3=0}
x; =0

Se pide:
1.- Ecuaciones de f respecto de B.
2.- Determinar f 2.

27.- Sea f: R®* —> R® un endomorfismo de R® determinado por f(x,y,z) =
(-x+y+22,-2,3y).

a) Hallar las ecuaciones de f respecto de la base B = {(-1,0,0), (0,2,1), (0,0,-2)} y
obtener las coordenadas respecto de B de f(-3,-1,1).

b) Hallar las ecuaciones de f respecto de las bases C = {(1,1,1), (0,0,3), (0,2,-1)} y C'
={(1,-1,1), (2,1,3), (3,0,3)}.

28.- Sea f: R® —> R* un homomorfismo tal que f(1,0,0) = (1,1,0,1), f(0,1,0) =
(-1,2,0,0) y f(0,0,1) = (0,3,0,1). Hallar la matriz asociada a f respecto al par de bases
B={(1,2,1), (0,1,2), (0,0,1)} yB'={(2,1,0,1), (0,2,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,3)}.

29.- Consideremos los vectores de R® siguientes:

ai=(-1,1,0), a>=(2,3,1), as=(3,-1,1)

b1=(21,0), b= (1,18,7), b3 =(-4,8,4)
Sea f el endomorfismo de R® tal que f(d@+) = b +, f(d2) = b o, f(ds) = b 5. Hallar:
a) Las ecuaciones de f.

b) Las ecuaciones de los subespacios ker f e Im f, asi como una base de cada uno
de ellos.

30.- Sea f: R® —> R®la aplicacion lineal definida por
f(X,y,2) = (Xx+2y+32,-X+Yy,X+y+22).

Se pide:

Hallar una base y la dimension de Ker f.

Hallar una base y la dimension de Im f.

Analizar si (8,1,5) pertenece a Im f.

a
b
c
d) ¢, Pertenece (3,0,1) a Ker f ?

)
)
)
)

31.- Sea f: RZ —> R? definida por f(x,y) = (3x,-y). Se pide:

a) Obtener la matriz asociada al homomorfismo f respecto a las bases candnicas.

b) Obtener la matriz asociada a f respecto a las bases B= {(1,1), (1,-1)} y B' = {(1,0),
(2,2)}

c) ¢, Es f un automorfismo ?
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32.- Sea f: R®* —> R? definida por f(x,y,z) = (-2x+y, 3z). Se pide:

a) Ecuaciones del homomorfismo f respecto a las bases canénicas.

b) Ecuaciones de f respecto a las bases B={(1,2,-1), (0,1,0), (3,1,1) } y
B'= {(O!Z)a ('1 a1)}

c) Ecuaciones de f respecto a las bases C={(1,1,1), (0,1,0), (0,0,1)} y
C'={f(1,1,1), f(0,1,0)}.

33.- De un endomorfismo f de R® se conocen los siguientes datos:

1) Surango es 1.

2) Respecto a la base {u1(1,0,0), u2(1,1,0), #3(1,1,1)}, su nucleo tiene por
ecuaciones implicitas:

yity,=0 }
ay]'y2+(a+1)y3:0

3) Hay un vector v (x,0,0) tal que f(v) = f2(V) = i 1+1i o+ii 3.

Se pide:

a) Encontrar la ecuacién matricial de f respecto a la base canénica de R®.
b) Ecuaciones implicitas de su nlcleo respecto a la base canénica de R®.

34.- De un endomorfismo f no nulo, del R-espacio vectorial V se conocen los
siguientes datos:

1) f tiene la misma matriz respecto a las bases de V:

B= {51, 52, 53} Yy B' = {251-52, -é1+2§2, é1+52+253}

2) Si A es el conjunto de los vectores de la forma xe +2¢3, con x € R,
entonces ng) =Im f.

3)f =1

4) ¢ 1 - é o pertenece a Im f.

Se pide:
a) Determinar la matriz M de f respecto a la base B.
b) Hallar bases de Ker f e Im f.



